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Zbior zadan z matematyki jakie przerabiatem z moimi Bambikami.

Zbior ten zawiera zadania utozone przeze mnie oraz rozwigzania zadan zaczerpnietych
Z roznych zrodet. Miedzy innymi sg tu zadania z podrecznikow szkolnych lub zbiorow zadan
wykorzystywanych w szkofach. Jest naturalne, ze tres¢ moich zadan jest tez czesto w jakie$
czesci inspirowana zadaniami z jakimi sie spotkatem przeglgdajgc rozne zrodta.

Ogolnie, jesli zamieszczam tu rozwigzanie zadania z jakiego$ Zrodfa staram sie wskazac
autorow tego zadania lub podac inng wskazowke do oryginalnej tresci zadania.

e Polecam dla dogtebniejszego pocwiczenia rozwigzywania tego typu zagadnien ,Podrecznik
do licedw i technikow - MATEMATYKA” oraz ,Zbiér zadan do liceéw i technikéow -
MATEMATYKA” autorstwa M. Kurczab, E. Kurczab, E Swida.

Jesli zdecydujesz sie na przerobienie tego bardzo ambitnego kursu, to z pewnoscig
przydadzg Ci sie te strony:

https://skul.pl/matematyka/matematyka-klasa-2-podrecznik-zakres-rozszerzony-rozwiazania-i-odpowiedzi,kid,721

https://skul.pl/matematyka/matematyka-klasa-2-zbior-zadan-zakres-rozszerzony-rozwiazania-i-odpowiedzi,kid,1287

e W przypadku zadan dotyczgcych funkcji matematycznych szczegdlnie polecam korzystanie
ze strony internetowej: https://www.geogebra.org/graphing?lang=pl.

www.geogebra.org/graphing?lang=pl

Wiekszo$¢ zamieszczonych tu wykresow sporzgdzitem korzystajgc z tego narzedzia.
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Réwnania kwadratowe i nierownosci z parametrem
Leksykon
Funkcja kwadratowa w postaci ogélnej: y=f(x) =ax2+bx +c
Wartos$ci x dla ktérych y(x) = 0 nazywamy miejscami zerowymi — ax?+bx+c =0

Miejsca zerowe funkcji kwadratowej:
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Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola. Jej wierzchotek ma wspétrzedne (p,q), gdzie:
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Gdy ¢ =0, to jedno miejsce zerowe funkcji
[y(x) = 0] jestdlax = 0.
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Gdy ¢ = 0, to jedno miejsce zerowe funkgc;ji
e Gdy b =0, to wspdtrzedna x wierzchotka paraboli jest rowna x = 0. b # 0 przesuwa wykres
w poziomie. Gdy b = 0, to parabola jest symetryczna wzgledem osi Y.
Dla a>0. b > 0 wykres przesuwa sie w lewo, b < 0 wykres przesuwa sie w prawo.
Dla a<0. b > 0 wykres przesuwa sie w prawo, b < 0 wykres przesuwa sie w lewo.
e Z postaci ogolnej funkcji kwadratowej mamy, ze f(0) = ¢, wykres przecina os Y w c.

Gdy ¢ =0, to jedno miejsce zerowe jest w x = 0. ¢ # 0 przesuwa wykres w pionie.

o Wspotrzedna xw = p wierzchotka paraboli lezy posrodku miedzy wartosciami x okreslajgcymi
miejsca zerowe funkcji. Mamy wiec x1, xw , X2 . Odlegto$¢ |x1 — xw| jest réwna |x2 — Xw]| .
Xw =P = (X1 + x2)/2.

Gdy mamy funkcje f(x) = ax2? + bx + ¢ i znamy miejsca zerowe tej funkcji X1 oraz x2, to mozemy

zapisac te funkcje w postaci iloczynowej:

f(x) = a(x — x1)(x — x2) — b=a(x1+x2) c€=axix

Postac kanoniczna funkcji kwadratowej:
fix)=a(x-p)* + q —  b=-2ap c=ap’+q

Wzory Viete’a: Jezeli rownanie ma dwa pierwiastki, to:  x1 + x2 = -b/a x1-X2 = c/aW

wielu zadaniach wyznacza sie warto$¢ wyrazenia: xZ+x2 . Warto wiec jg wyliczy¢ ogolnie.
2/8
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(x1 +x5)% = x24x2 + 2x;%, —  x2+x2 = (1 +x)% — 2x1x,
Z wzoru Viete’a mamy, ze: X1 + X2 =-b/a X1'X2 = c/a
2
. 2 2 _ ,~byy ¢ _ b%-2ac 2 2 _ b“-2ac
Zatem: xj+x5; = (T) —2;- 5 — X1+ x3 = >

'/ ’

3 \ 3 3 / 3
2 \ 2 2
- \ "
T 7{ T 7 3 5 py Y z 3 3 7 ] ) 3 3 2 RN 2 3
y - 1 ' A i
p
/ i i .
= T | / 2

a>0,b>0,c=0 a>0,b<0,c=0 a<0,b>0,c=0 a<0,b<0,c=0

y1(x) = x2 y1(x) = x2 y1(x) = -x? y1(x) = -x2

y2(x) = x y2(x) = -x y2(x) = x y2(x) = -x

y(x) =yi(x) +y2(x)  y(x) =yi(x) +ya(x)  y(x) =yi(x) +y2x)  y(x) =ya(x) + yz(x)
y(x) = x2+ x y(x) = x%-x y(x) = -x2+ x y(x) = -x2-x

Wspotczynnik ¢ przesuwa wykres w pionie, wzdtuz osi Y.
Z postaci ogdlnej funkcji kwadratowej y(x) = ax2 + bx + ¢  mamy, ze: y(0)=c
Gdy c = 0 to wykres , wykres y(x) przecina os Y w punkcie: P(0,c).

Przyktadowo wykres funkcji y(x) =x2 +x -1 ma nastepujgcg postac:
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Zad. 1

Wyznacz liczbe rozwigzan réwnania mx? + 2x + m = 0 ze wzgledu na warto$¢ parametru m.
Naszkicuj wykres funkcji g(m), ktéra kazdej wartosci parametru m przyporzgdkowuije liczbe
rozwigzan tego réwnania.

Réwnanie przyjmie postac rownania liniowego, gdy m = 0, bowiem wtedy mamy: 2x =0
Dla takiego rownania mamy jedno rozwigzanie: x =0

Aby wyznaczy¢ liczbe rozwigzan réwnania kwadratowego mx2+2x+m=0 w zaleznosci od
wartosci parametru m # 0, musimy obliczy¢ wyrdznik (A - delta) tego rownania
kwadratowego. Wyréznik jest dany wzorem:

A=Db?-4ac
Dla naszego rownaniaa=m, b=2, c=m, wiec:
A=2?-4-m-m = 4-4m?
Liczba rozwigzan réwnania zalezy od wartosci wyrdznika:
o Jesli A> 0, réwnanie ma dwa rézne rozwigzania.
e Jesli A= 0, rownanie ma jedno podwaojne rozwigzanie.
o Jesli A <0, réwnanie nie ma rozwigzan rzeczywistych.
Z(m)=A Z(m) =-4m? + 4
A:=02+64 V64=8 z1=(0-8)-8=1 z2=(0+8)/8=1

Z(m)

m

Mamy dwa rézne rozwigzania gdy Z(m) > 0. Ajest to dla przedzialtu m € (-1, 0) v (0, 1)
Mamy jedno rozwigzanie gdy Z(m) = 0, czyli gdy m ma wartosci-1lub 1. me€ {1, 1}

Nie ma rozwigzan gdy Z(m) < 0. Zachodzi to dla przedziatéw (-, -1) v (1, +«).

Wykres funkcji g(m) sporzgdzamy w oparciu o znalezione wyzej cztery rozwigzania.

g(m)

3
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Zad. 1
Rozwigzanie zaproponowane przez Al (Artificial Intelligence — Sztuczna Inteligencja)

Aby wyznaczy¢ liczbe rozwigzan réwnania mx? + 2x + m = 0 w zaleznosci od wartosci
parametru (m), musimy obliczy¢ wyréznik (delta) tego réwnania kwadratowego. Wzér na
wyroznik to:

A =Db?-4ac
W naszym przypadkua=m, b=2, c=m, wiec:
A=22-4-m-m=4-4m?
Liczba rozwigzan rownania zalezy od wartosci wyrdznika:
o Jesdli (A > 0), rbwnanie ma dwa rézne rozwigzania.
o Jesdli (A =0), rbwnanie ma jedno podwodjne rozwigzanie.
o Jesdli (A <0), rbwnanie nie ma rozwigzan rzeczywistych.

Wykres funkcji g(m), ktéra kazdej wartosci parametru (m) przyporzadkowuje liczbe
rozwigzan tego réwnania:

2.00 — g(m)
1.75 1
1.50 -
1.25 1
1.00 1

0.75

Number of solutions

0.50

0.25 ~

0.00 ~

T
-100 -75 =50 =25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
m

Uwagi: Al sporzqdzita niezbyt poprawnie wykres oraz nie uwzglednita, ze dla m = 0 réwnanie powyzisze
kwadratowe stanie sie réwnaniem liniowym i bedzie miato jedno rozwigzanie.
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Zad 2

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych réwnanie x2 + (m — 3)x + m2 =0 ma
dwa rézne rozwigzania dodatnie.

a=1, b=m-3, c=m?

A=(m-3%-41m*> — A= m?*-6m+9-4m*> — A= -3m*>-6m+9

Aby réwnanie miato dwa rézne rozwigzania, to musi by¢ spetniony zwigzek A >0
-3m?-6m+9>0 czyli:. 3m?+6m-9<0

Dzielimy to réwnanie obustronnie przez 3 i dostajemy: m? +2m-3<0

Zatem musimy wyznaczy¢ przedziat warto$ci m, dla ktérych funkcja z(m) = m? + 2m — 3 jest
mniejsza od zera.

N, =4-41(-3)=4+12=16 V16 = 4
z1= (2-4)2=-3 z2= (-2+4)2=1

Funkcja z(m) <0 dla przedziatu m € (-3, 1)

W zadaniu zgda sie aby wskazac¢ wartosci m, dla ktérych oba rozwigzania sg dodatnie.
Zatem: x1'x2>0 oraz x1+x2>0 Zwzorow Viete’a mamy: x1 + x2 =-b/a Xx1-x2 =cl/a
c/a>0 oraz -b/a>0. Zatem: m?>0 oraz 3-m>0

Stgd: m musi by¢ rézne od zera 0 oraz m<3

tgczac te dwa warunki mamy, ze:  0<m <1 — me(0,1)

Zad. 2Al

Rozwigzanie zaproponowane przez Al (Artificial Intelligence — Sztuczna Inteligencja)

Aby réwnanie kwadratowe x? + (m - 3)x + m*2 = 0 miato dwa rézne rozwigzania dodatnie,
muszg by¢ spetnione nastepujgce warunki:

1. Delta (A) musi by¢ wieksza od zera: A= (m - 3)?-4m? >0
2. Oba rozwigzania muszg by¢ dodatnie: x1>0 i x2>0
Po rozwigzaniu tych warunkow, otrzymujemy:

me (-3,0) v (0, 1)
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Zad. 3

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych nierownosé (m-2)x2 + mx + (m-2) > 0
jest spetniona przez kazdg liczbe rzeczywista.

a=m-2, b=m, c=m-2

W zadaniu pytajg dla jakich wartosci m funkcja y(x) = (m-2)x? + mx + (m-2) bedzie miata dla
wszystkich x wartosci wieksze od zera. Zatem musi ona wyglgdaé nastepujgco.

Parabola musi mie¢ ramiona skierowane do ¥l
gory i by¢ ponad osig X.
X

T
Zatem, warunki zadania bedg spetnione gdy: a>0oraz A<0

19 a>0 gdy m-2>0,czyli m>2
20 A<0 gdy m?—-4(Mm-2)(m-2)<0 z(m) =m?—-4(m-2)(m-2)
z(m)=m?—-4(m?-4m+4) — z(m)=-3m?+ 16m - 16

Mamy sprawdzi¢ kiedy z(m)<0
Az =162 4(-3)(-16) =256 — 192 =64 64 =8
21=(-16-8)-6=4  z2=(-16 + 8)/-6 = 4/3

Wykres z(m) | zm)

z(m) <0 gdy:

mEe (-<,4/3) VvV (4, +«) ’

tgczac obydwa warunki 19 oraz 2° mamy, ze m > 4

Zad. 3Al
Rozwigzanie zaproponowane przez Al (Artificial Intelligence — Sztuczna Inteligencja)

Aby nieréwnos$¢ ((m-2)x? + mx + (m-2) > 0) byta spetniona dla kazdej liczby rzeczywistej (x),
wyrazenie kwadratowe musi by¢ dodatnio okreslone. Oznacza to, ze wyrdznik (delta) musi
by¢ mniejszy od zera, a wspotczynnik przy (x?) musi by¢ dodatni.

1. Wyréznik (delta) mniejszy od zera: A = m? - 4(m-2)(m-2) <0
2. Wspotczynnik przy (x?) dodatni: m-2>0 — m>2
Rozwigzujgc obie te nierbwnosci, otrzymujemy: m > 4

Zatem nierownos¢ (m-2)x? + mx + (m-2) > 0) jest spetniona dla kazdej liczby rzeczywistej (x),
gdy m > 4,
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Zad. 4

Wyznacz wszystkie wartos$ci parametru m, dla ktorych pierwiastki réwnania x> = (m = 3)x + m =0
spetiajg warunek X412 + x22 =2m + 9.

a=1, b=-M-3)=3-m, c=m
Skorzystajmy z formuty wynikajgcej z wzoréw Viete’a
zZ= x5 +x5= —bz —22ac
a
z=B-m)P?-21m=9-6m+m?-2m=m2-8m + 9
Z zadania mamy, ze z=2m +9. Zatem: m?’-8m+9=2m+9
Stad: m>-10m=0 — m(m-10)=0

Rozwigzaniem sg wiec dwie wartosci: m=0 oraz m-10=0 - m=10

Zad. 4Al
Rozwigzanie zaproponowane przez Al (Artificial Intelligence — Sztuczna Inteligencja)
Aby znalez¢ wartosci parametru ( m ), dla ktérych pierwiastki rownania kwadratowego
x2 - (m - 3)x + m =0 spetniajg warunek x+? +x22=2m + 9, mozemy postepowac nastepujgco:
1. Zastosowanie wzorow Viete'a:
o Suma pierwiastkow: x1 + x2=m -3
o lloczyn pierwiastkdw: X1 -x2 =m
2. Warunek na sume kwadratéw pierwiastkow:
o X12+ X22 = (X1 + X2)? - 2X1X2
o Podstawiajgc wzory Viete'a: x12 + x22 = (m - 3)? - 2m
3. Rownanie do rozwigzania:
o ((M-32-2m=2m+9)
o Rozwigzujgc to réwnanie, otrzymujemy: m?-8m + 9 =0
4. Rozwigzanie réwnania kwadratowego:
o m=0 lub m=10

Zatem warto$ci parametru ( m ), dla ktérych pierwiastki rownania spetniajg podany warunek,
to0i10.
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