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Zbior zadan z matematyki jakie przerabiatem z moimi Bambikami.

Zbior ten zawiera zadania utozone przeze mnie oraz rozwigzania zadan zaczerpnietych
Z roznych zrodet. Miedzy innymi sg tu zadania z podrecznikow szkolnych lub zbiorow zadan
wykorzystywanych w szkofach. Jest naturalne, Ze treS¢ moich zadan jest tez czesto w jakie$
czesci inspirowana zadaniami z jakimi sie spotkatem przeglgdajgc rozne zrodfa.

Ogolnie, jesli zamieszczam tu rozwigzanie zadania z jakiego$ Zrodta staram sie wskazac
autorow tego zadania lub podac inng wskazowke do oryginalnej tresci zadania.

e Polecam dla dogtebniejszego pocwiczenia rozwigzywania tego typu zagadnien ,Podrecznik
do licedw i technikow - MATEMATYKA” oraz ,Zbiér zadan do liceéw i technikéw -
MATEMATYKA” autorstwa M. Kurczab, E. Kurczab, E Swida.

Jesli zdecydujesz sie na przerobienie tego bardzo ambitnego kursu, to z pewnoscig
przydadzg Ci sie te strony:

https://skul.pl/matematyka/matematyka-klasa-2-podrecznik-zakres-rozszerzony-rozwiazania-i-odpowiedzi,kid,721

https://skul.pl/matematyka/matematyka-klasa-2-zbior-zadan-zakres-rozszerzony-rozwiazania-i-odpowiedzi,kid,1287

o W przypadku zadan dotyczgcych funkcji matematycznych szczegdlnie polecam korzystanie
ze strony internetowej: https://www.geogebra.org/graphing?lang=pl.

www.geogebra.org/graphing?lang=pl

Wiekszo$¢ zamieszczonych tu wykresow sporzgdzitem korzystajgc z tego narzedzia.
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Réwnania kwadratowe z parametrem
Leksykon
Funkcja kwadratowa w postaci ogolne;: y=f(x)=ax2+bx +c
Wartos$ci x dla ktérych y(x) = 0 nazywamy miejscami zerowymi — ax?+bx+c =0
Miejsca zerowe funkcji kwadratowej:

. —b—\/z_ —b-+/b% —4ac

1= 2a 2a

_ -b+VA _ -b++b?%-4ac

Xy =
2 2a 2a

A= b*—4ac

Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola. Jej wierzchotek ma wspétrzedne (p,q), gdzie:

_ b _=A
P= 2a q= 4a
a>0 | |
| —
Gdy ¢ =0, to jedno miejsce zerowe funkcji
[y(x) = 0] jestdlax = 0.
a<o0
T //J|“‘\ ! 1 = g F B —— L | ,:/'--\'\’\
-x2 X2 + X  x2-x KX+ 1 -1

Gdy c = 0, to jedno miejsce zerowe funkgciji
e Gdy b =0, to wspdtrzedna x wierzchotka paraboli jest rowna x = 0. b # 0 przesuwa wykres
w poziomie. Gdy b = 0, to parabola jest symetryczna wzgledem osi Y.
Dla a>0. b > 0 wykres przesuwa sie w lewo, b < 0 wykres przesuwa sie w prawo.
Dla a<0. b > 0 wykres przesuwa sie w prawo, b < 0 wykres przesuwa sie w lewo.
e Z postaci ogolnej funkcji kwadratowej mamy, ze f(0) = ¢, wykres przecina os Y w c.

Gdy ¢ =0, to jedno miejsce zerowe jest w x = 0. ¢ # 0 przesuwa wykres w pionie.

o Wspodtrzedna xw = p wierzchotka paraboli lezy posrodku miedzy wartosciami x okreslajgcymi
miejsca zerowe funkcji. Mamy wiec x1, Xw , X2 . Odlegto$¢ |x1 — xw| jest rowna |x2 — Xw] .
Xw =P = (X1 + x2)/2.

Gdy mamy funkcje f(x) = ax2 + bx + ¢ i znamy miejsca zerowe tej funkcji x1 oraz xz, to mozemy

zapisac te funkcje w postaci iloczynowej:

f(x) = a(x — x1)(x — x2) - b=a(x1+x2) c€=axix

Postac kanoniczna funkcji kwadratowej:
f(x)=a(x-p)* + q —  b=-2ap c=ap’+q

Wzory Viete’a: Jezeli rownanie ma dwa pierwiastki, to:  x1 + x2 = -b/a x1-X2 = c/aW

wielu zadaniach wyznacza sie warto$¢ wyrazenia: x2+x2 . Warto wiec jg wyliczy¢ ogolnie.
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(x1 +x5)% = x24x2 + 2x;x, —  x2+x2 = (1 +x)% — 2x1x,
Z wzoru Viete’a mamy, ze:  x1 + x2 =-b/a X1'X2 = c/a

-b p2-2 b%-2ac
Zatem: x{+x; = (-)* - 22 = azac - x3 +x% = =

/
//// . = ‘\\isb\ //// )Yiib\ <t

a>0,b>0,c=0 a>0,b<',0,c=0 a<0,b>0,c=0 a<0,b<0,c=0

y1(x) = x? y1(x) = x? y1(x) = -x? yi(x) = -x2

y2(x) = x y2(Xx) = -x y2(x) = x y2(X) = -x

y(x) =yi(x) +y2(x)  y(x) =yi(x) +y2(x)  y(x) =yi(x) +y2(x)  y(x) = y(x) + y2(x)
y(x) = x2+ x y(x) = x2-x y(x) = -x2+ x y(x) = -x2-x

Wspdtczynnik ¢ przesuwa wykres w pionie, wzdtuz osi Y.
Z postaci ogdlnej funkcji kwadratowej y(x) = ax2 + bx + ¢  mamy, ze: y(0)=c
Gdy c = 0 to wykres , wykres y(x) przecina os Y w punkcie: P(0,c).

Przyktadowo wykres funkcji y(x) =x2 +x -1 ma nastepujgcg postac:
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W pierwszym zadaniu rozpatrzono przypadek rownania liniowego, czyli takiego ktore albo nie
ma rozwigzan, albo ma doktadnie jedno rozwigzanie, albo kazda liczba rzeczywista jest jego
rozwigzaniem. Jest to rownanie z parametrem. Na jego przyktadzie mozna sie zapozna¢ w
Jaki sposob wyznacza sie wartosci parametru przy zatozonych w tresci zadania warunkach.

Zad. 1a

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych dane réwnanie ma rozwigzanie bedace
liczbg dodatnig.

mx +10=15
Rozwigzanie tego réwnanie jest proste: mx=5 — x=5/m
Oczywiscie taki iloraz mozemy policzy¢ tylko wtedy, gdy: m # 0

To jest nasz pierwszy warunek jaki muszg spetnia¢ wartosci parametru m. m € R - {0}

Wartos¢ x jest dodatnia (x > 0), czyligdy: 5/m >0
Kiedy ten warunek jest spetniony? Widac, ze dla wszystkich dodatnich m, czyli m > 0.
Moglibysmy to zapisac jako: m € (0, +0).
Po tych rozwazaniach mamy wartosci m dla dwu warunkéw:
me R—-{0} oraz m € (0, +o0)

Czesc¢ wspodlna obu warunkow, to: m € R+

Uwaga

Symbol R+ oznacza wszystkie liczby rzeczywiste o znaku dodatnim, czyli wieksze od zera.
Zero nie ma znaku.
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Zad. 1b

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, m € R, dla ktérych dane rownanie kwadratowe ma
przynajmniej jedno rozwigzanie:

x2+(m-5)x+0,25=0
Mamy: a=1, b=m-5, ¢=0,25
Aby rownanie y =ax?+ bx + ¢ miato jedno lub dwa rozwigzania, to:
1° a=0Vvb#0 lub a+0VvA=0 - musi by¢ spetniony jeden z tych warunkow
Widzimy, ze a = 1, czyli nie bedziemy rozwazac pierwszego warunku, bowiem a # 0.
2° Drugiwarunek: a #0 oraz A20 Mamya # 0 dlakazdego me€ R
A =Db?—4ac
A=(m-=5)2-4(1)(0,25) z(m)=A=(m?2-10m+25)-1 =m?-10m + 24
z(m)=m?-10m+24=0
Kiedy ten warunek jest spetniony?
Obliczamy Am dla réwnania z(m) =0: Am =100-96 =4
Am > 0, czyli rbwnanie z(m) = 0 ma dwa pierwiastki.

-b—+A —b ++VA

oraz m, =
2a

m =
1 2a

mi=(10-2)2=4 orazmz2=(10+2)2=6

Wykres funkcji z(m) ma postac. 2

18

Nie musimy doktadnie narysowac T2

tej paraboli. Wystarczy, ze
zauwazymy, ze we wzorze dla
funkcji z(m) wspdtczynnik a > 0
czyli ramiona paraboli sg
skierowane do go6ry. Parabola
przecina os M w punktach4 oraz6. -~ SiESRscieRntasd | anat

N s @ e 3 ®B =

Whniosek, mamy z(m) = Am 2 0 w przedziatach (-~, 4> oraz <6, +«).

Zatem rozwigzaniem dla warunku z(m)20 jest m € (-»,4> V <6, +x).

Po tych rozwazaniach wiemy, ze wartoS¢ m musi spetniaC nastepujgce warunki:
me R oraz jednoczesnie m € (-»,4> VvV <6, +«)

Czes¢ wspodlna obu warunkéw, to: m € (-»,4> Vv <6, +«)

Sprawdzmy nasze rozwigzanie dla znalezionych wartosci: mi1 =4 imz2=6.

Sporzgdzmy wykresy funkcji f(x) = x2 + (m - 5)x + 0,25 dla tych wartosci m.
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-3 -2 -1 0 1 2 3

2 -1 o 1 2 3

2

m=4 — f(x)=x2-x+0,25 x1=x2=0,5|m2=6 — f(x)=x2-l:x+0,25 X1=x2 = -0,5

Wartosci m1 = 4 i mz2 = 6 odpowiadajg przypadkom, gdy rozpatrywane réwnanie ma jedno
rozwigzanie.

Przyktadowo,

dla m = 9 (warto$¢ z przedziatu <6, +~) ) wykres funkcji f(x) = x> + (m - 5)x + 0,25 ma
nastepujgca postac:

Wykres funkcji:

f(x) = x?+4x + 0,25

Dla m = 9 rozpatrywane réwnanie ma dwa rozwigzania: x1 =-3,94 oraz xz2 = -0,06.
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Zad. 2a 3.242a - ,zbiér zadan do liceow i technikow” M. Kurczab, E. Kurczab, E Swida

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, m € R, dla ktérych dane rownanie ma dwa
rozwigzania:

(M=2)x2+m+5)x—-m-1=0
Mamy: a=m-2, b=m+5, c=-m-1=-(m+1)
Aby to robwnanie miato dwa rozwigzania, to:

{a >0 muszg by¢ spetnione fgcznie oba te warunki a #0 ~ A>0

A>0
1° a0 — m-2+#0,czyli m=+#2
Pierwszy warunek jest spetniony dla: m € R - {2}
2° Drugi warunek: A>0
A =b?-4ac
A=(M+52+4m-=2)(m+1) z(m)=A=m?+10m + 25+ 4(m?+m—2m - 2)
z(m)=5m?+6m+17>0
Kiedy ten warunek jest spetniony?
Obliczamy Az dla réwnania z(m) = 0: Az =36 —4(5)(17) = -304
Az <0, czyli rownanie z(m) = 0 nie ma miejsc zerowych.

Wykres funkcji z(m) ma postac.

Nie musimy doktadnie narysowaé tej
paraboli. Wystarczy, ze zauwazymy, ze we
wzorze dla funkcji z(m) wspoétczynnik a > 0
czyli ramiona paraboli sg skierowane do
gory. Wobec Az < 0 (parabola nie przecina
osi M) parabola, bedgca wykresem z(m),
jest nad osig M. "

Zatem rozwigzaniem dla warunku: 1
z(m)>0 jest me R !

2

-2 -15 -1 05 0 05 1 15 2

Po tych rozwazaniach wiemy, ze warto§¢ m musi spetnia¢ nastepujgce warunki:

m e R-{2} oraz jednoczesnie me R

Czes¢ wspolna obu warunkéw, to: m € R - {2}
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Zad.2b 3.242b - ,zbiér zadan do liceow i technikow” M. Kurczab, E. Kurczab, E Swida

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, m € R, dla ktérych dane rownanie ma dwa
rozwigzania:

(mM+2)x2-2x+m+2=0
Mamy: a=m+2, b=-2, c=m+ 2
Aby to robwnanie miato dwa rozwigzania, to:

{a >0 muszg by¢ spetnione fgcznie oba te warunki a #0 ~ A>0

A>0
a0 — m+2=+0,czyli m=-2
1° Pierwszy warunek jest spetniony dla: m € R - {-2}
2° Drugi warunek: A >0
A =b?-4ac
A=22-4m+2)(m+2) z(m=A=4—-4(m?+4m+ 16)=4-4m?—-16m - 16
z(m)=-4m?-16m-12>0
Kiedy ten warunek jest spetniony?
Obliczamy Az dla réwnania z(m) = 0: Az = 256 —4(-4)(-4) = 64
Az >0, czyli rownanie z(m) = 0 ma dwa pierwiastki.

-b—+A —-b +VA
my = 2a oraz m, =

2a
mi=-1 orazmz=-3

Wykres funkcji z(m) ma forme:

Nie musimy dokfadnie narysowac tej paraboli. Wystarczy, ze zauwazymy, ze we wzorze dla
funkcji z(m) wspoétczynnik a < 0 czyli ramiona paraboli sg skierowane do dotu. Parabola
przecina o$ M w punktach -1 oraz -3.

Whniosek, mamy z(m) = Az > 0 w przedziale (-3, -1).

Zatem rozwigzaniem dla warunku  z(m) >0 jest m€ (-3, -1)

Po tych rozwazaniach wiemy, ze warto$¢ m musi spetnia¢ nastepujgce warunki:
me R-{-2} oraz jednoczesnie me (-3, -1)

Czes¢ wspolna obu warunkéw, to: m e (-3, -2) v (-2, -1)
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Zad.3a 3.243a - ,Zbior zadan do licedw i technikéw” M. Kurczab, E. Kurczab, E Swida
Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, k € R, dla ktérych dane réwnanie:
8(k?-1)x2+ (8k—-8)x+1=0 nie ma rozwigzan

Mamy: a=8(k®-1), b=8k-8, c=1

Aby to rownanie nie miato rozwigzan, to muszg byc¢ spetnione warunki:

a=0~b=0 lub a+0~A<O0 - musi by¢ spetniony jeden z tych warunkow

10

a=0 b=0

8(k’-1)=0 — k*’-1=0 — k®=1 8k-8=0 —- k-1=0 — k=1

k=%1 k=1

Pierwszy warunek jest spetniony (rownanie nie ma rozwigzan) dla: ke€{1}
2° Drugiwarunek: a #0 N A<O0 a+0 da keR-{-1,1}
A =b?-4ac

A=(8k—8)2-4(8(k?>-1))1) —» z(k)=A=64k?>— 128k + 64 — 32k? + 32
z(k) = 32k? — 128k + 96
zk)y=0 — 32k?-128k + 96 <0
k?—4k +3<0
Obliczamy Az dla réwnania z(k) =0: Az =16 -4(1)(3)=4
Az > 0, czyli rownanie z(k) = 0 ma dwa pierwiastki.

-b—+A —-b ++VA

oraz k, =
2a

k1=

2a

ki=1 orazk2=3

Wykres funkgji z(k) ma postac. 10
oy . zk)

Nie musimy doktadnie narysowac tej
paraboli. Wystarczy, ze zauwazymy, ze A
we wzorze dla funkcji z(m) wspétczynnik
a > 0 czyli ramiona paraboli sg N /
skierowane do gory. Parabola przecina 0$ 21N\ -

K w punktach 1 oraz 3. K

Zatem, warto$¢ z(k) <O w przedziale (1,3) co zapisujemy: z(k) <0 dla k€ (1, 3)

Po tych rozwazaniach wiemy, ze warto§¢ m musi spetnia¢ obydwa warunki, to jest 1° oraz 2°.
ke{1} lub ke (1,3) n keR-{-1,1}

Czes¢ wspodlna obu warunkow, to: k € <1, 3)
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Zad.3b 3.243b - ,zbior zadan do licedw i technikéw” M. Kurczab, E. Kurczab, E Swida
Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, k € R, dla ktérych dane rownanie:
(k-3)x2+(k-2)x+1=0 ma tylko jedno rozwigzanie

Mamy: a=k-3, b=k-2, c=1

Aby to rownanie miato tylko jedno rozwigzanie, to muszg by¢ spetnione warunki:

a=0~b#0 lub a+#0~A=0 - musi by¢ spetniony jeden z tych warunkow
10
a=0 b+0
k-3=0 - k=3 k—2+# 0—- k# 2
Pierwszy warunek jest spetniony dla: k€ {3}
2° Drugiwarunek: a #0 N A=0 a 0 dla keR-{3}
A =b?-4ac

A=(k-2)2-4k-3))1) - z(k)=A=k?®-4k+4 -4k +12
z(k) = k?—-8k + 16
z(k)=0 — k?-8k+16=0
k?—8k+16=0
Obliczamy Az dla réwnania z(k) = 0: Az =-64 —4(1)(16) =0
Az =0, czyli rownanie z(k) = 0 ma jeden pierwiastek.

-b—+A -b +VA
oraz k, =
2a 2a

k1=

k1 = k2
ki=4
Wykres funkciji z(k) jest nastepujacy. u \Z(k)

\

Nie musimy dokfadnie narysowac tej .
paraboli. Wystarczy, ze zauwazymy, ze N /
we wzorze dla funkcji z(m) wspotczynnik 74

a > 0 czyli ramiona paraboli sg \\\ /
skierowane do gory. Parabola dotyka 0§ /

X w punkcie k = 4. \

Zatem, warto$¢ z(k) = 0 dla k = 4, co zapisujemy:  z(k) =0 dla ke {4}
Po tych rozwazaniach mamy wartosci k spetniajgce warunki 1° oraz 2°:
ke{3} lub ke {4 n KeR -{3}

Roéwnanie ma tylko jedno rozwigzanie, gdy: k=3 v k=4
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Zad. 3c 3.243c - ,zbioér zadan do licedw i technikéw” M. Kurczab, E. Kurczab, E Swida

Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, k € R, dla ktérych dane réwnanie:

(k-1)x2-(k+1)x+k+1=0 ma rozwigzanie

Mamy: a=k-1, b=k+1, c=k+1

Aby to rownanie miato jedno albo dwa rozwigzania, to muszg byc¢ spetnione warunki:
a=0Nnb=+#0 lub a+*0NnA=0 - musi by¢ spetniony jeden z tych warunkow

1° Warunek, by rownanie miato tylko jedno rozwigzanie:

a=0 b+0

k-1=0 —» k=1 k+1# 0—- k=# -1
Pierwszy warunek jest spetniony dla: k € {1}

2° Drugiwarunek: a #0 i Az20 a+0 da keR-{1}
A =b?-4ac

A=(k+1)2-4k-1)k+1) zKk) =A=k®+2k+1-4(Kk2+k-k-1)
z(k)=-3k?+2k+5 20

Kiedy ten warunek jest spetniony?

Obliczamy Az dla rownania z(k) = 0: Az =4 + 60 =64

Az >0, czyli rownanie z(k) = 0 ma dwa pierwiastki.

-b—+A -b +VA
oraz k, =
2a 2a

ki=(-2-8)-6=1,66 orazmz=(-2+8)-6=-1

k1=

Wykres funkcji z(k) ma postac.

Nie musimy doktadnie narysowacC tej
paraboli. Wystarczy, ze zauwazymy, ze we j EmEm Ry
wzorze dla funkcji z(k) wspoétczynnik a < 0 SN
czyli ramiona paraboli sg skierowane do / _ P .
dotu. Parabola przecina o$ K w punktach -1 / [ \
oraz 1,66. —

Whniosek, mamy z(k) = Ak 2 0 w przedziale <-1, 1,6-r6>

Zatem rozwigzaniem dla warunku  z(k)20 jest k € <-1,1,66>

Po tych rozwazaniach wiemy, ze wartos¢ k musi spetnia¢ nastepujgce warunki:
k e{1} lub k € <1,166> n keR -{1}

Czesc¢ wspodlna obu warunkow, to:  k € <-1,1,66>
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Zad. 3d 3.243d - ,zZbior zadan do licedw i technikéw” M. Kurczab, E. Kurczab, E Swida

Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, k € R, dla ktérych dane réwnanie:

(k2—3k+2)x2+3(k-2)x+4,5=0 ma co najwyzej jedno rozwigzanie (ma jedno albo wcale).

Mamy: a=k?-3k+2, b=3(kk-2), c=4,5

Aby to rownanie miato tylko jedno rozwigzanie, to muszg by¢ spetnione warunki:
a=0Nnb+0 lub a+0nNnA<O0 - musi by¢ spetniony jeden z tych warunkow

1° Warunek, by réwnanie miato tylko jedno rozwigzanie:

a=0 b+0
k2-3k+2=0 3(k—2)#0—> k—2#0
A=b2—4ac A=9-4(1)2)=1 k# 2

ki=(3-1)2=1 ke=(3+1)2=2
Pierwszy warunek jest spetniony dla: k € {1}.

2° Drugiwarunek: a #0 i A<O a+0 da keR-{1,2}

A=b?-4ac— A=9(k-2)?-4(k?-3k+2)4,5) z(k)=A=09k?-36k+ 36— 18(k?- 3k + 2)
z(k) =-9k? + 18k <0

Kiedy ten warunek jest spetniony?

Obliczamy Az dla rownania z(k) = 0: Ak =324 -0 =324

Az >0, czyli rbwnanie z(k) = 0 ma dwa pierwiastki.

—b—+/A —b +VA

oraz k, =
2a

k1=

2a

ki=(-18-18)/-18 =2 orazk2=(-18 + 18)/-18 =0
Wykres funkcji z(k) jest nastepujgcy. 10 Z(k)

Nie musimy dokfadnie narysowaé tej
paraboli. Wystarczy, ze zauwazymy, ze we 5
wzorze dla funkcji z(k) wspotczynnik a < 0

czyli ramiona paraboli sg skierowane do \
dotu. Parabola przecina o$ K w punktach 0 2 /’f \
oraz 2.

Whniosek, mamy z(k) = Ak < 0 w przedziatach: (-, 0> braz <2, +)

Zatem rozwigzaniem dla warunku:  z(k) <0 jest k € { (-, 0>, <2, +x)}

Po tych rozwazaniach wiemy, ze wartos¢ k musi spetnia¢ nastepujgce warunki:
ke{1} Iub k € {(-=,0>,<2,+o)} N keER -{1,2}

Czes¢ wspodlna obu warunkéw, to:  k € (==, 0> v {1} V <2, +x)
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Zad. 4a 3.244a - ,zbiér zadan do licedw i technikow” M. Kurczab, E. Kurczab, E Swida

Wyznacz liczbe rozwigzan réwnania ze wzgledu na warto$¢ parametru p , p € R. Napisz wzor
funkcji g, ktéra kazdej rzeczywistej wartosci parametru p przyporzagdkowuije liczbe rozwigzan
tego rownania. Naszkicuj wykres funkcji g(p).

(p-5)x2—-4px+p-2=0
Mamy: a=p-5, b=-4p c=p-2.

Réwnanie kwadratowe moze mie€ jedno, dwa lub zero rozwigzan. Innymi stowy oczekujemy,
ze funkcja g(p) moze mie¢ nastepujgce wartoéci: 0, 1, 2.

=1
Aby to rownanie miato tylko jedno rozwigzanie, to muszg byc¢ spetnione warunki:
a=0Nnb+#0 lub a+0nNnA=0 - musi by¢ spetniony jeden z tych warunkow
1° Pierwszy z tych warunkow:

a=0 b+0

p-5=0 —4p #0 — p=#*0
p=3 p+ 0
Roéwnanie ma jedno rozwigzanie gdy: p € {5}.

2° Drugi warunek na to, by rownanie miato jedno rozwigzanie.

a+0NA=0 a +#0 zawsze, gdy p=#5

Druga czes¢ warunku: A= 0

A=b%?—4ac — A=16p?-4(p-5)(p-2)=16p>—4(p2 — 2p — 5p + 10) = 16p? — 4p? + 28p -40
z(p) = A = 12p? + 28p -40

Szukamy dla jakich p funkcja z(p) =0

Obliczamy A; dla réwnania z(p) = 0: Az = 784 + 1920 = 2704 2704 = 52

Az> 0 czyli funkcja z(p) ma dwa miejsca zerowe

—b—+A -b ++/A
oraz  z, =

21:

2a 2a

z1= (28 -52)/24 = -3,33  zo=(-28 + 52)/24 = 1
Wykres funkcji z(p) ma nastepujaca forme. z(p)

Nie musimy doktadnie narysowa¢ tej paraboli. —  \
Wystarczy, ze zauwazymy, ze we wzorze dla funkcji ~ \
z(p) wspdtczynnik a > 0 czyli ramiona paraboli sg :
skierowane do goéry. Parabola przecina o$ P w . )
punktach -3,33 oraz 1. N 2

Reasumujagc, rownanie ma jedno rozwigzanie gdy p =5 Ilub p =-3,33 albo p = 1

Mozna to zapisa¢ jako: g(p)=1 & p€{-3,33,1, 5}
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=0

Aby rownanie (p-5)x2—4px+p-2=0
nie miato rozwigzan, to muszg by¢ spetnione warunki:

a=0~b=0 lub a +0~nAz <0 - musi by¢ spetniony jeden z tych warunkow
1° Wykazano wyzej, zegdya=0,to b # 0.Zatem pierwszy warunek nigdy nie jest spetniony.
2° Drugiwaruneka #0~Az <0
Wykazano wyzej, ze a #0gdy p #5
Kiedy mamy przypadek, gdy: Az < 0, czyliz(p) <0 ?
Wykazano wyzej na wykresie z(p), ze zachodzi to dla wartosci p z przedziatu (-3,33, 1).

Zatem: g(p)=0 & pe(-333,1)

=2

Aby rownanie (p —5)x?2—-4px+p—-2=0 miato dwa rozwigzania, to muszg by¢ spetnione
warunki:

{a;tO

A> o Musza by¢ spetnione tgcznie oba te warunki a #0 ~ A>0

Wykazano wyzej, ze a # 0gdy p #5

1° Pierwszy warunek jest spetniony dla: m € R - {-2}
2°  Drugi warunek: A>0

Kiedy mamy przypadek, gdy: A> 0, czyliz(p)>0?

Wykazano wyzej na wykresie z(p), ze zachodzi to dla wartosci p z przedziatéw (-«~, -3,33) oraz
(1, +=°).  Whniosek: g(p)=2 & pE(-~,-3,33) lub (1, 5) lub (5, +«).

Reasumujac:

g(p)=2 © pE(-~,-3,33) lub (1, 5) lub (5, +)
gP)=0 & pe(-333 1)

gp)=1 e pe{-333,1, 5}

Wykresem funkcji g(p) d(p)
2
. 1 . ?
T L I 1 1 p
-3,33 1 i

Spéjrz réwniez do: https://odrabiamy.pl/matematyka/ksiazka-12640/strona-112/zadanie-884207
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Zad. 5a 3.245a - ,zbiér zadan do liceow i technikéw” M. Kurczab, E. Kurczab, E Swida

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, m € R, dla ktérych dana nierownos¢ jest spetniona
przez kazdg liczbe rzeczywistg x.

X2+ (M+2)x+8m-1<0
m=7? © x€eR
a=-1, b=m+2, c=8m-1

Rozpatrzmy funkcje y(x) = -x? + (m + 2)x + 8m — 1 . Wykresem jej jest parabola. Gdy a = - 1,
to jest to parabola o ramionach skierowanych do dotu. Nierédwnosc¢ bedzie spetniona gdy
wierzchotek tej paraboli bedzie ponizej osi X.

J\Y |

' A

Spetnione to bedzie, gdy wyréznik réwnania A bedzie ujemny.

A<O

A=b%?—4ac=(m+2)2-4(-1)(8m —=1) = (m? + 4m +4) + 32m - 4 = m? + 36m
Wyroznik jest funkcjg kwadratowg z(m) = A = m? + 36m

Chcemy okresli¢ kiedy z(m) = m? + 36m <0

Az =b?2—4ac=1296 — 0 = 1296 1296 = 36

L= B 36_3e2=0 m,= 238
2a

= (-36 — 36)/2 = -36

Wykres funkcji z(m) ma nastepujgca
forme. z(m) a0 /
Nie musimy doktadnie narysowac tej

paraboli. Wystarczy, ze zauwazymy, 200
ze we wzorze dla funkcji z(m) M
wspotczynnik a > 0 czyli ramiona

paraboli sg skierowane do gory. -50 0 “30 0 =T m
Parabola przecina os M w punktach - L
36 oraz 0. : T

z(m)<0 & me(-36,0)

15/28


http://www.noerrors.pl/belfer

JB JanusBac http://www.noerrors.pl/belfer

Zad. 5b 3.245b - ,zbiér zadan do liceow i technikow” M. Kurczab, E. Kurczab, E Swida

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, m € R, dla ktérych dana nierownos¢ jest spetniona
przez kazdg liczbe rzeczywistg x.

2x2+ (3+m)x+220
a=2,b=3+m,c=2

Rozpatrzmy funkcje y(x) = 2x% + (3 + m)x + 2. Wykresem jej jest parabola. Gdy a > 0, to
ramiona tej paraboli sg skierowane do gory. Wartos$ci tej funkcji bedg wieksze lub réwne zero,
jesli wierzchotek paraboli bedzie nad osig X, lub jg dotykat w jednym miejscu.

N
B

Spetnione to bedzie, gdy wyrdznik rownania A bedzie spetniat nieréwnosc¢ A < 0.
A=b?—-4ac=(3+m)?-4(2)2)=(9+6m+m?)-16 =m?-+6m-7

Wyroznik jest funkcjg kwadratowg z(m) = A =m? -+ 6m -7

Chcemy okresli¢ kiedy z(m) =m? - +6m -7 <0

Az=b?—4ac=36+28=64 V64=8

"’Z'aﬂ = (-6-8)/2=-7 m, = —2tV8

my, = = (6+8)2=1

Wykres funkcji z(m) ma forme. z(m)2

Nie musimy dokfadnie narysowac
tej paraboli. Wystarczy, ze
zauwazymy, ze we wzorze dla M
funkcji z(m) wspoétczynnik a >0 czyli N S AR ?
ramiona paraboli sg skierowane do
gory. Parabola przecina 0§ M w
punktach -7 oraz 1.

100

=
n

zim)<0 & me<-7,1>
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Zad. 6a 3.246a - ,zbiér zadan do liceow i technikow” M. Kurczab, E. Kurczab, E Swida

Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, k € R, dla ktérych dziedzing funkciji f jest zbiér R jesli:

f(x) = Vkx? + 4kx + k-3 R — zbior liczb rzeczywistych

Wiemy, ze liczba pod Y musi byé liczbg dodatnia, czyli wieksza lub réwna zero. Stad mozemy
zapisac:

y(x) =kx?+4kx +k-320
a=k, b=4k, c=k-3, Ay = b?—4ac towyrdznik rownania kx?+4kx +k-3=0
Ogodlnie wspotczynnik a moze przybieraé wartosci dodatnie, ujemne albo zero.
Gdya=0,tomamy: k=0 —» y(x)=-3
Pamietamy, ze chcemy by: y(x) =0 . Zatem dla a = 0 jest to niemozliwe.

Gdyby a < 0, to wykres funkgciji y(x) bytby parabolg o ramionach skierowanych do dotu.

Moga istnie¢ wartosci x, dla ktérych y(x) = 0, ale w zadaniu jest powiedziane, ze dziedzing
funkcji f(x) jest caly zbiér R. Zatem nie bedziemy rozpatrywac przypadkéw: a < 0 oraz a = 0.

Rozpatrzmy przypadek gdy a > 0. Wykresem funkcji y(x) jest parabola o ramionach
skierowanych do gory. Z warunkéw zadania, interesujg nas nastepujgce przypadki:

a>0iA=0 oraz a>0iA<O0
Zatemdlaa >0 n A <0 moze by¢ spetniony warunek, ze y(x) = 0 dla kazdego x ze zbioru R.
Szukamy zatem wartosci k spetniajgcych tgcznie dwa warunki: a>0 n A<O0
1° a>0
a>0 & k>0 - tonaszpierwszy warunek jaki muszg spetnia¢ wartosci parametru k.
2° A<O0
Wyréznik rownania kx? + 4kx + k—3=0 to A =b?-4ac
Ay = 16k? — 4k(k — 3) = 16k? — 4k? + 12k = 12k? + 12k
Otrzymalismy warto$¢ wyroznika Ay, ktora jest funkcjg kwadratowg z(k) parametru k.
z(k) =12k? + 12k~ gdzie: z(k)=Ay <0
Obliczmy wyréznik dla réwnania kwadratowego 12k? + 12k =0

2=122=144, 144 =12
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Pierwiastkami rownania sg: ki1 =(-12-12)/24=-1 oraz k2=(-12+12)/24=0
Pozwala nam to sporzadzi¢ wykres funkcji z(k). Z(k)

Nie musimy doktadnie narysowac tej paraboli.
Wystarczy, ze zauwazymy, ze we wzorze dla K
funkcji z(k) wspoétczynnik a > 0 czyli ramiona
paraboli sg skierowane do goéry. Parabola
przecina o$ K w punktach -1 oraz 0.

Zatem z(k) <0 w przedziale k € <-1, 0> - to nasz drugi warunek jaki muszg spetnia¢ wartosci
parametru k.

Nalezy pamietac, ze y(x) 2 0 muszg by¢ spetnione tgcznie dwa znalezione warunki, czyli 1°
oraz 2° jednoczesnie:

k>0 n ke<-1,0>
Znalezione przedziaty wartosci k nie pokrywajg sie, nie majg czesci wspolnych.

Jak widac nie istnieje zadna warto$¢ parametru k, dla ktérej dziedzing podanej funkcji jest zbiér
liczb rzeczywistych R.
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Zad. 6b 3.246b - ,zbiér zadan do liceéw i technikow” M. Kurczab, E. Kurczab, E Swida

Wyznacz wszystkie warto$ci parametru k, k € R, dla ktérych dziedzing funkgciji f jest zbior R jesli:

fx)=J(k2+k—6)x2+(k—2)x+1 R — zbior liczb rzeczywistych

Wiemy, ze liczba pod V musi byé liczbg dodatnia, czyli wiekszg lub réwna zero. Stad mozemy
zapisac:

y(x)=(k*>+k-6)x2+(k-2)x+120
a=k?+k-6, b=k-2, c=1,
Ay = b? — 4 ac towyrdznik rdwnania (k®+k-6)x2+ (k-2)x+1=0
Ogodlnie wspotczynnik a moze przybieraé¢ wartosci dodatnie, ujemne albo zero.

e Gdyby a < 0, to wykres funkciji y(x) miatby postac¢:
M

. oY
//\{\\ " lub / \f\ albo

W kazdym z tych przypadkdw nie spetnione jest Zgdanie by dziedzing funkciji f(x) byt caty zbior
liczb rzeczywistych R. Zatem odrzucamy przypadek a < 0.

b3

e Rozpatrzmy przypadek a =0
a =k? + k — 6. Widzimy, Ze a jest funkcjg k. Mamy a(x) = k? + k — 6.
Obliczmy wyréznik Aa dla réwnania kwadratowego k? + k — 6 = 0 oraz jego pierwiastki.

Aa=12-4(1)(-6)=25, V25=5 ai1=(-1-5)2=-3 as=(-1+5)2=2
z(k)

Pozwala nam to sporzadzi¢ wykres funkcji a(k).
Nie musimy doktadnie narysowac tej paraboli.
Wystarczy, ze zauwazymy, ze we wzorze dla
funkcji a(k) wspotczynnik a > 0 czyli ramiona
paraboli sg skierowane do gory. Parabola
przecina o$ K w punktach -3 oraz 2.

Miejsca zerowe a(k) to punkty k1 =-3 ik2=2

o

Funkcja y(x) = (k? + k - 6)x? + (k - 2)x + 1 dla tych punktow miataby postac: y(x) = (k — 2)x + 1
y(x) =(k—-2)x+1dlak=-3 to: yi(x)=(-3-2)x+1 — yi(x)=-5x+1

Zatemyi(x) =20 gdy-5x+1=20 — x<0,2 -wartosci x nie sg z catego zakresu R.

y(x) =(k—-2)x+1dlak=2 to: y2(x) =(2-2)x+1 — y2(x)=1

Dla k = 2 wartosci y(x) nie sg funkcjg x.

Odrzucamy wiec i przypadek a = 0, jako nie spetniajgcy warunkow zadania.
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e Rozpatrzmy przypadek a >0
Wykres funkcp y(x) moze mie¢ dla a > 0 jedng z nastepujgcych postaci:
Y

a>0 n A>0 a>0 n A=0 a>0 n A<O
Aby spetni¢ warunek zadania, ze y(x) = 0 dla kazdego x € R, to muszg by¢ spetnione fgcznie
warunki: a>0 N Ay<0.
Zbadajmy przypadek: a>0 N Ay<0

1© a>0 - Badalismy juz powyzej funkcje a(k). Wida¢ z wykresu a(k), ze a(k) > 0 dla
przedziatdw wartosci k (-, -3) lub (2, +«). k € (-, -3) V (2, +).
2° Ay =0 -Zbadajmy dla jakich wartosci k jest spetniona ta nieréownosc.

Obliczmy wyréznik Ay réwnania (k> + k - 6)x?> + (k-2)x +1=0
Ay =(k—22—4(k?+k—6)=k?>—4k +4 — 4k? — 4k + 24 = -3k?> — 8k + 28
Widac, ze wyroznik Ay jest funkcjg kwadratowg parametru k.
z(k) = Ay = -3k? — 8k + 28
Aby sporzadzi¢ wykres funkcji z(k) znajdzmy miejsca zerowe tej funkgciji.
Az =64 -4(3)(28) = 400, V400 =20, k1= (8—-20)/-6=2 k2= (8 +20)/-6 =-4,66

Pozwala nam to sporzadzi¢ wykres funkcji z(k).
Nie musimy doktadnie narysowac tej paraboli.
Wystarczy, ze zauwazymy, ze we wzorze dla
funkcji z(k) wspoétczynnik a < 0 czyli ramiona
paraboli sg skierowane do dotu. Parabola
przecina o$ K w punktach -4,66 oraz 2.

5 / in i 2 i 0 1 ?\

Zatemz(k) = Ay <0 dla k€ (-~ ,-4,66> V <2, +x)
Pamietamy, ze muszg byc¢ spetnione tgcznie oba warunki, 1°oraz 2°, czyli a>0 N Ay<0
Zatem mozemy zapisac:
k €( (-0,-3) V (2,+x) ) N ((-~,4,66> V <2, +x))
Wspolng czescig tych przedziatdw jest:
ke(-»,-466> Vv (2,+x)
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Zad. 9 9strona 172 - ,Podrecznik do licedw i technikéw” M. Kurczab, E. Kurczab, E Swida
Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, p € R, dla ktérych funkcja kwadratowa

y(x) = x? = 2(1-p)x + 1
ma dwa miejsca zerowe nalezgce do przedziatu (-2,1).
a=1, b=-21-p)=2p-2, c=1, p?
Warunki na to aby funkcja y(x) miata dwa miejsca zerowe sg nastepujace:
a>0nA>0
1°  Pierwszy warunek jest spetniony dla dowolnej wartosci p, bowiema=1— p&R
2° Drugi warunek, to: A>0
Ay=b?—4ac - Ay=(2p-2P-4(1)(1)=4p*+8p+4-4 — Ay=4p>-8
Ay=4p(p—-2)=4(p—-0)(p-2)
z(p)=Ay=4(p-0)(p—-2)>0
Mamy funkcje z(p) w postaci iloczynowej. Widac, ze jej miejscami zerowymi sg wartosci:
p1 =0 oraz p2 =2 awspotczynnik a = 4.

Wykres funkcji z(p) ma nastepujgcg postac. z(p)

Zatem z(p) <0 dlap €(=,0) V (2, +=) i

5

Zapiszmy fgcznie a>0 n A>0 PER N pe(-=0) V (2, +=)
Czes¢ wspdlna tych przedziatéw, to: p € (-, 0) VvV (2, +=)

3° W zadaniu narzucono warunek dodatkowy warunek na wartos¢ p, a mianowicie miejsca
zerowe funkcji y(x) majg by¢ z przedziatu warto$ci x € (-2,1).

Czyli: 2<x1<1 n -2<x2<1

Mozna to rozpisac¢ nastepujgco:

x1>-2 N x1<1 ijednoczesnie

X2>-2 N x2<A1

x1=2>0 x2-2>0 —> (xXx1—-2)(x2—-2)>0 — XiX2—2x1-2x2+4>0
X1x2—2(x1 +x2) +4 >0

Mozemy wykorzystaC wzory Viete’a xi-x2 = c/a oraz x1 + x2 = -b/a.

1-2(2p-2)+4>0 — 1-4p+4+4>0 — -4p>-9 —p<94 — P25
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Analogicznie mozemy zapisac, ze:

x1<1 x2<1

x1—=1<0 x1-1<0 — x1=1)(x2—=1)>0 — XiX2—X1-X2+1>0
X1X2 — (X1 +x2) +1>0

Mozemy wykorzysta¢ wzory Viete’a Xx1-x2 =c/a oraz x1 + x2 = -b/a.
1+(2p-2)+1>0 - 1+2p-2+1>0 —> 2p>0 —-p=0

Z warunku w zadaniu o miejscach zerowych funkcji y(x) wynika:

p<225 n p>0. Zatem: p € (0,2,25)

tacznie mamy nastepujgce warunki jakie muszg spetnia¢ wartosci p:
Czesc¢ wspolna tych przedziatow, to:

p € (2, 2.25)
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Zad. 10

Wyznacz wszystkie warto$ci parametru k, k € R, dla ktérych dziedzing funkgciji f jest zbior R jesli:

f(xX)=J(k+Da2+4x+k+1 R — zbiér liczb rzeczywistych

Wiemy, ze liczba pod Y musi byé liczbg dodatnia, czyli wieksza lub réwna zero. Stad mozemy
zapisac:

yx)=(k+1)x2+4x+k+120
a=k+1, b=4, c=k+3, Ay = b?—4ac towyrdéznik rownania (k+ 1)x2+4x+k+1=0
Ogodlnie wspotczynnik a moze przybiera¢ wartosci dodatnie, ujemne albo zero.
Gdya=0,tomamy: k+1=0 - k=-1 — y(x)=4x

Pamietamy, ze chcemy by: y(x) = 0 dla catego zbioru R. Tymczasem y(x) dla ujemnych
wartosci x ma warto$ci ujemne Zatem dla a = 0 niemozliwe jest spetnienie warunku zadania.

Gdyby a < 0, to wykres funkgcji y(x) bytby parabolg o ramionach skierowanych do dotu.

Moga istnie¢ wartosci x, dla ktérych y(x) = 0, ale w zadaniu jest powiedziane, ze dziedzing
funkcji f(x) jest caly zbiér R. Zatem nie bedziemy rozpatrywac¢ przypadkéw: a < 0 oraz a = 0.

Rozpatrzmy przypadek gdy a > 0. Wykresem funkcji y(x) jest parabola o ramionach
skierowanych do gory. Z warunkéw zadania, interesujg nas nastepujgce przypadki:

a>0iA=0 | oraz a>0iA<O0 '
Zatem dlaa> 0 n A <0 moze by¢ spetniony warunek, ze y(x) =2 0 dla kazdego x ze zbioru R.
Szukamy zatem wartosci k spetniajgcych tgcznie dwa warunki: a>0 N A<O

1° a>0

a>0 e k+1>0 — k>-1 - tojestnasz pierwszy warunek jaki muszg spetnia¢ warto$ci
parametru k.

20 A0

Wyréznik rownania (k+1)x> +4x+k+1=0 to A=b’?-4ac

Ay=42 -4+ 1)k+1)=16-4(k?>+ 2k +1) = 16 - 4k? - 8k — 4 = -4k?- 8k + 12
Otrzymalismy wartoS¢ wyroznika Ay, ktora jest funkcjg kwadratowg z(k) parametru k.

z(k) = -4k? - 8k + 12 gdzie: z(k)=Ay <0
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Obliczmy wyréznik dla rownania kwadratowego -4k?- 8k + 12 =0

Az =82 —4(-4)12 =64 + 192 = 256, 256 = 16

Pierwiastkami rownania sg: k1= (8 -16)/-8=1 oraz k2= (8 +16)/-8 =-3
Pozwala nam to sporzadzi¢ wykres funkcji z(k).

Nie musimy doktadnie narysowac¢ tej paraboli.
Wystarczy, ze zauwazymy, ze we wzorze dla
funkcji z(k) wspotczynnik a < 0 czyli ramiona
paraboli sg skierowane do dotu. Parabola przecina
oS K w punktach -3 oraz 1.

| z(k)

Zatem z(k) <0 w przedziale k € (-, -3) V (1, +x)
to nasz drugi warunek jaki muszg spetniaé
wartosci parametru k.

Nalezy pamietac, ze aby zachodzito y(x) 2 0, to muszg by¢ spetnione fgcznie dwa znalezione
warunki, czyli 1° oraz 2° jednoczesnie:

k>-1 N ke{(-~,-3) v (1, +)}
Czescig wspolng tych przedziatéw jest: ke{(-1,-3) v (1, +=)}

24 /28


http://www.noerrors.pl/belfer

JB JanusBac http://www.noerrors.pl/belfer

Zad. 11

Wyznacz wszystkie warto$ci parametru k, k € R, dla ktérych ponizsze r6zne rozwigzania
ponizszego réwnania spetniajg warunek |x1 — x| = V5 .

xX2+(k+1)x+k+3=0
a=1, b=k+1, c=k+3
Réwnanie to moze mie¢ ma dwa rozwigzania dla a > 0, co jest tu spetnione.

Aby byly dwa rézne rozwigzania rownania kwadratowego musi by¢ jego wyrdznik wiekszy od
zera.

A=b’-4ac>0 — (k+1)2?-4(1)k+3)>0 - k?2+2k+1-4k-12>0

k?-2k-11>0 Wyrdznik jest funkcjg kwadratowg z(k) parametru k.

Badamy kiedy wartos$ci tej funkcji sg wieksze od zera. z(k) >0

Szukamy miejsc zerowych funkgji z(k): k?-2k-11=0

Az=1-4(1)(-11)=45 ~45=+(9:5) =35

ki=(2-3V5)2=-246 ko= (2+3V5)/2 =4,46 (Nie trzeba wylicza¢ tych wartosci)
Uzyskane wyniki pozwalajg sporzgdzi¢ wykres

funkgii z(k). .| 2(K)

Nie musimy doktadnie narysowac tej paraboli. 20
Wystarczy, ze zauwazymy, ze we wzorze dla

funkcji z(k) wspétczynnik a > 0 czyli ramiona 10
paraboli sg skierowane do goéry. Parabola k
przecina 0$ K w punktach (2 - 3v5)/2 oraz (2 +

3V5)/2 . kg N i k 25 i
Zatem z(k) > 0 w przedziatach: \

K € (-, (2-3V5)2) ) V ((2 +31\5)/2), +=))
k€ (-<,-2,35) v (4,35, +)
W zadaniu mamy dodatkowy warunek, a mianowicie, ze |x1 — x2| = \5 .

X1—x2[=V56 — |[x1—-x2[2=5 — (x1—-x2)2=5 — x12 -2x1x2+x22=5
X12 -2x1X2 + X2 =5 —  X12 -2x1x2 + x22 +4 x1x2 -4 x1x2 =5
X12 +2x1x2 + X22 -4 x1x2=5 — (X1 +x2)? -4 x1x2 =5
Po takim przeksztatceniu mozemy wykorzystaé wzory Viete’'a x1-x2 =c/a oraz x1 + x2 = -b/a.
(-b/a)2—4cla=5 — (k+1)2—-4(1)k+3)=5 — Kk>+2k+1-4k-12=5
k2-2k—-16=0 A=4+64=68 V68 = 2V17
ki=(2-2V17)2=1-17 k2= (2+2V17)2 =1 +~17
k €{1-V17,1+V17} k €{-3,12, 5,12}
Wyznaczone wartosci parametru k1 i k2 mieszczg sie w znalezionym wyzej przedziale.

Zatem ostatecznie: k €{1-V17,1++17}
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Zad. 12

Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, k € R, dla ktérych ponizsze réwnanie ma dwa
rozwigzania dodatnie.

x2—(2k—4)x +k?-2k-3=0
a=1, b=-(2k-4), c=k?-2k-3 — a>0, czylimamy réwnanie kwadratowe.

1° Aby to rownanie miato dwa rozwigzania, to jego wyréznik A musi spetnia¢ nierdwnosc:
A>0.

A=b%?—4ac A= (4-2kP?—-4(k?®-2k—-3)=16 — 16k + 4k? — 4k?® + 8k + 12

A=-8k+28>0 — -8k>-28 — k<35

2° Obydwa pierwiastki sg dodatnie jezeli ich suma i iloczyn sg dodatnie.
Xx1x2>0  oraz X1+ x2>0

Zatem z wzoréw Viete’a wynika,ze: -b/a>0 n c/a>0

-b/a=(2k —4)/1 =2k -4 2k-4>0 — 2k>4 — k=2

cl/a = k*-2k-3>0 Jak widac¢ iloraz c/a jest funkcjg kwadratowg z(k) parametru k.

Mamy funkcje z(k) = k? — 2k — 3

Nalezy zbadac¢ kiedy z(k) > 0.

Az=b2—4ac=4-4(1)(-3)=4+12=16 JA,=4

ki = (-b - VA2)/2a = (2 — 4)/2 = -1 k2= (-b+VA;)2a=(2+4)2=3

Wykresem funkcji z(k) jest parabola.
Nie musimy doktadnie narysowac tej paraboli.
Wystarczy, ze zauwazymy, ze we wzorze dla
funkcji z(k) wspétczynnik a > 0 czyli ramiona
paraboli sg skierowane do goéry. Parabola
przecina o$ K w punktach -1 oraz 3.

Zatem z(k) > 0 dla: K€ (=, -1)V (3, +=)

5

Mamy nastepujgce warunki na to aby obydwa pierwiastki rownania byty dodatnie

k>2 N Keg(-°,-1)V (3, +x)
co prowadzi do warunku: k € (3, +«)
Mamy zatem nastepujgce warunki na k wynikajgce z rozwazan 1° oraz 2° .
k<35 n ke(3, +=)

Zatem ostatecznie: k€ (3,3,5)
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Zad. 13

Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, k € R, dla ktérych ponizsze réwnanie ma dwa
rozwigzania dodatnie.

kx2+(k-3)x+2-k=0
a=k, b=k-3, c=2-k
Dla a =0, czyli k = 0 mielibySmy réwnanie liniowe, a takie nie ma dwu rozwigzan. Stad: k # 0.

1°  Aby rownanie kwadratowe miato dwa rozwigzania, to musi by¢ k # 0 i wyréznik rownania
A musi spetniaC nierownosc: A > 0.

A=b?-4ac A= (k-3)2-4(k)(2-k)=k?-6k +9 —4(2k — k?) = k? - 6k +9 + 4k? — 8k
A=5k?-14k+9>0

Wyroznik A okazat sie funkcjg kwadratowg z(k) parametru k.  z(k) = 5k? -14k + 9 .
Wymagane jest aby z(k) > 0. Przeanalizujmy przebieg funkcji z(k).
Az=142-4(5)(9)=196-180=16 “JA=4

ki = (-b - VAz)/2a = (14 — 4)/10 = 1 k2 = (-b + VAz)/2a = (14 + 4)/10 = 18/10 = 1,8

Wykresem z(k) jest parabola. \ 2(K)
Nie musimy doktadnie narysowacC tej
paraboli. Wystarczy, ze zauwazymy, ze we
wzorze dla funkcji z(k) wspétczynnik a > 0
czyli ramiona paraboli sg skierowane do gory. :
Parabola przecina o$ K w punktach 1 oraz . K
1,8.

Zatem z(k) >0dla: ke (-»,1)Vv (1,8, +=)

0 05 1 15 2 25

2° Obydwa pierwiastki sg dodatnie jezeli ich suma i iloczyn sg dodatnie.
x1x2>0 oraz X1+ x2>0

Zatem z wzoréw Viete’a wynika, ze: -b/a>0 n c/a>0

-b/a=-(k-3)k=-(k—3)k — (3-k)k >0

Gdy k > 0, to mozemy zapisa¢ 3-k>0 — k>3 —» KE(0,3)

Gdy k <0, to mamy: 3 -k <0iwtedy k> 3, czyli dochodzimy do sprzecznosci

c/a = (2—-k)/k >0 Analogicznie mamy, ze: KkE(0,2)

Obydwa pierwiastki sg dodatnie gdy k € (0, 2)

Znajdzmy wspolng czesc przedziatdw wartosci z rozwazan 1°i 2° .

(k€(-»,1) v (1,8,+2)) n ke(0,?2)
ke(,1) v (1,8,2)

27/28


http://www.noerrors.pl/belfer

JB JanusBac http://www.noerrors.pl/belfer

Zad. 15 patrz https://zadania.info/d590/1
Ponizej, dane jest rbwnanie z niewiadomag x. Sporzgdz wykres funkgciji f(k), gdzie f(k) oznacza

liczbe rzeczywistych pierwiastkdw danego réwnania.
(k=1)x2+\7Tkx+k+1=0
a=k-1, b=kV7, c=k+1 f(k)=? obrazuje liczbe rozwigzan w zaleznosci od k.
1° Rozwazmy przypadeka=0. a=0 — k-1=0 — k=1.
Wtedy réwnanie przyjmie postaé: 0+ V7 x+1+1 =0 — 7x+2=0
Mamy zatem jedno rozwigzanie rownania dla: k =1.

2° Dlaa # 0, czyli k # 0 mamy rownanie kwadratowe. Ogdlnie takie rownanie moze mieé

jedno lub dwa rozwigzania, albo zadnego. Zalezy to od wartosci wyréznika A = b? — 4ac .
A =0 — jedno rozwigzanie, A >0 - dwa rozwigzania, A <0 brak rozwigzan, czyli zero.
A=Tk?>—4(k-1)k+1) - A=T7k?-4(k*-12)=3k>+4

Wyroznik A jest funkcjg kwadratowg z(k) parametru k. z(k) =3k?+4. A =z(k)

Zbadajmy przebieg funkcji (k). Az=0-4(3)(4)=-48 — Az<0.

Wykresem z(k) jest parabola. 0
z(k)

Nie musimy doktadnie narysowacC tej )

paraboli. Wystarczy, ze zauwazymy, ze we

wzorze dla funkcji z(k) wspétczynnik a > 0 20

czyli ramiona paraboli sg skierowane do gory.

Az < 0 czyli parabola nie przecina osi K. b

Zatem: k

z(k) > 0 dla dowolnego k. R R R I

Gdy a # 0, czyli k # 0, to rozwazane rownanie ma zawsze dwa rozwigzania (bo A > 0) dla
dowolnej wartosci parametru k. Innymi stowy, mamy dwa rozwigzania dlak eR.

tgczac warunki 1° oraz 2° mamy, ze dwa rozwigzania sgdla: ke {(-», 1) V (1, +=)}

Zatem: (k)
flk) =1 o k=1 )
fk)=2 o ke{(-°, 1) v (1, +=)} 14 .
ol Kk
1
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