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Zbior zadan z matematyki jakie przerabiatem z moimi Bambikami.

Zbior ten zawiera zadania utozone przeze mnie oraz rozwigzania zadan zaczerpnietych
Z roznych zrodet. Miedzy innymi sg tu zadania z podrecznikow szkolnych lub zbiorow zadan
wykorzystywanych w szkofach. Jest naturalne, Ze treS¢ moich zadan jest tez czesto w jakie$
czesci inspirowana zadaniami z jakimi sie spotkatem przeglgdajgc rozne zrodfa.

Ogolnie, jesli zamieszczam tu rozwigzanie zadania z jakiego$ Zrodta staram sie wskazac
autorow tego zadania lub podac inng wskazowke do oryginalnej tresci zadania.

e Polecam dla dogtebniejszego pocwiczenia rozwigzywania tego typu zagadnien ,Podrecznik
do licedw i technikow - MATEMATYKA” oraz ,Zbioér zadah do licedw i technikow -
MATEMATYKA” autorstwa M. Kurczab, E. Kurczab, E Swida.

Jesli zdecydujesz sie na przerobienie tego bardzo ambitnego kursu, to z pewnoscig
przydadzg Ci sie te strony:

https://skul.pl/matematyka/matematyka-klasa-2-podrecznik-zakres-rozszerzony-rozwiazania-i-odpowiedzi,kid,721

https://skul.pl/matematyka/matematyka-klasa-2-zbior-zadan-zakres-rozszerzony-rozwiazania-i-odpowiedzi,kid,1287

o W przypadku zadan dotyczgcych funkcji matematycznych szczegdlnie polecam korzystanie
ze strony internetowej: https://www.geogebra.org/graphing?lang=pl.

www.geogebra.org/graphing?lang=pl

Wiekszo$¢ zamieszczonych tu wykresow sporzgdzitem korzystajgc z tego narzedzia.
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Optymalizacja funkcji kwadratowej -3
Leksykon
Funkcja kwadratowa w postaci ogélnej: y=f(x) =ax2+bx +c
Wartos$ci x dla ktérych y(x) = 0 nazywamy miejscami zerowymi — ax?+bx+c =0

Miejsca zerowe funkcji kwadratowej:

_ —b-VA _ —b-+b%—-4ac _ -b+VA _ -b++b?%-4ac

1= X, = A= b*—4ac
2a 2a 2a 2a

Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola. Jej wierzchotek ma wspétrzedne (p,q), gdzie:

_ b _=A
P= 2a q= 4a
a>0 | |
| —
Gdy ¢ =0, to jedno miejsce zerowe funkcji
[y(x) = 0] jestdlax = 0.
a<o0
T //J|“‘\ ! 1 = g F B —— L | ,:/'--\'\’\
-x2 X2 + X  x2-x KX+ 1 -1

Gdy c = 0, to jedno miejsce zerowe funkgciji
e Gdy b =0, to wspdtrzedna x wierzchotka paraboli jest rowna x = 0. b # 0 przesuwa wykres
w poziomie. Gdy b = 0, to parabola jest symetryczna wzgledem osi Y.
Dla a>0. b > 0 wykres przesuwa sie w lewo, b < 0 wykres przesuwa sie w prawo.
Dla a<0. b > 0 wykres przesuwa sie w prawo, b < 0 wykres przesuwa sie w lewo.
e Z postaci ogolnej funkcji kwadratowej mamy, ze f(0) = ¢, wykres przecina os Y w c.

Gdy ¢ =0, to jedno miejsce zerowe jest w x = 0. ¢ # 0 przesuwa wykres w pionie.

o Wspodtrzedna xw = p wierzchotka paraboli lezy posrodku miedzy wartosciami x okreslajgcymi
miejsca zerowe funkcji. Mamy wiec x1, Xw , X2 . Odlegto$¢ |x1 — xw| jest rowna |x2 — Xw] .
Xw =P = (X1 + x2)/2.

Gdy mamy funkcje f(x) = ax2 + bx + ¢ i znamy miejsca zerowe tej funkcji x1 oraz xz, to mozemy

zapisac te funkcje w postaci iloczynowe:

f(x) = a(x — x1)(x — x2) - b=a(x1+x2) c€=axix

Postac kanoniczna funkcji kwadratowej:
f(x)=a(x-p)* + q —  b=-2ap c=ap’+q

Wzory Viete’a: Jezeli rownanie ma dwa pierwiastki, to:  x1 + x2 = -b/a X1'X2 = c/a
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Zad. 1
Przekréj poprzeczny tunelu jest opisany krzywag stanowigcg wykres funkgciji:
f(x) = -0,6x? + 4

Jakg moze mie¢ maksymalng wysokos¢ H pojazd o szerokosci d = 2 m by mogt przejechac
tym tunelem?

f(1)=-0,6 12+ 4 = 3,4
f(x) = -0,6x2 + 4 ﬁ

e

/—2.5 -2 -15 -1 -05 ] 05 1 15 2 2.5\
-2

f(1)=-0,6 + 4 = 3,4

Maksymalna wysokosc¢ pojazdu wynosi 3,4 m.
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Zad.2 3.101 -  zbior zadan do licedw i technikow” M. Kurczab, E. Kurczab, E Swida

Krétszy bok prostokgta o wymiarach 5 cm x 8 cm zwiekszamy o x cm, a dtuzszy zmniejszamy
o X cm.

e Wyznacz wzér funkcji opisujgcej pole nowego prostokata w zaleznosci od x i podaj dziedzine
tej funkgciji.
e Dla jakiej dtugosci x, pole otrzymanego prostokata jest najwieksze? Oblicz to pole.

m

S k

m=8cm, k=5cm
Pole prostokata:  S(x) = (m — x)(k + x)
Dziedzing funkcji S(x) jest przedziat wartosci x: <0, 8)
S(x)=(8-x)(5+x) — S(x)=40+8x—5x—x?

S(x) =—x2+ 3x + 40

Wykresem funkcji kwadratowej S(x) jest parabola. Maksymalna wartos¢ S(x) jest w punkcie
stanowigcym wierzchotek paraboli.

Wspotrzedna x wierzchotka tej paraboli jest dana wzorem: p = -b/2a = -3/(-2) = 1,5

Maksymalna powierzchnia rozpatrywanego prostokgta bedzie wtedy, gdy odpowiednio
zmienimy wymiary jego bokéw o 1,5 cm (kwadrat 6,5 cm - 6,5cm).

Pole takiego kwadratu:

S(x=1,5) = -1,5x? + 31,5 + 40 = 42,25 cm?

Wykres funkcji }/

30

S(x) =—x2+3x + 40

20

10
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Zad. 3 3.102 - ,zbior zadan do licedw i technikéw” M. Kurczab, E. Kurczab, E Swida

Z prostokatnego arkusza tektury o wymiarach 20 cm - 30 cm odcieto w rogach kwadraty,
ktorych boki majg dlugos¢ x cm. Nastepnie po zagieciu powstatych brzegéw zbudowano
prostopadtoscian tworzgcy otwarte pudetko — patrz rysunek nizej.

k

x | K - 2x

Z6ttym kolorem oznaczono pole powierzchni boczne pudetka.

|
|

k=30cm, m=20cm

e Wyznacz wzor funkcji opisujgcej pole powierzchni bocznej tego pudetka w zaleznosci od x.
e Dla jakiej wartosci x pole powierzchni bocznej pudetka jest najwieksze. Oblicz to pole.

Pole powierzchni bocznej pudetka (zo6ite pole):
S(x) = 2(k — 2x)x + 2(m - 2x)x
S(x) = 2(30 — 2x)x + 2(20 — 2x)x
Dziedzing funkgciji jest przedziat wartosci x: (0, 10)
S(x) = 60x —4x? +40x — 4x?
S(x) = -8x? + 100x

Szukamy maksimum powyzszej funkcji. Wykresem funkcji kwadratowej S(x) jest parabola.
Maksymalna wartos¢ S(x) jest w punkcie stanowigcym wierzchotek paraboli.

Wspotrzedna x wierzchotka tej paraboli jest dana wzorem: p = -b/2a = -100/(-16) = 6,25

Aby otrzymac pudetko o najwiekszej bocznej powierzchni nalezy wycig¢ kwadraty o bokach
6,25 cm.

S(x=6,25)=-8:6,25% + 100-6,25 =-312,5 + 625 = 312,5 cm?

Wykres funkcji

S(X) = '8X2 + 100X 250
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Zad. 4 (https://www.matemaks.pl/zadania-optymalizacyjne-z-funkcji-kwadratowe;j.html)

Powierzchnia magazynowa bedzie sie sktadata z dwdch identycznych prostokgtnych dziatek
potgczonych wspdlnym bokiem. Catos¢ ma by¢é ogrodzona ptotem, przy czym obie dziatki
bedzie rozdzielat wspdlny ptot. W ogrodzeniu bedg zamontowane dwie bramy wjazdowe,
kazda o szerokosci 10 m (zobacz rysunek ponizej). Lgczna dlugosc¢ ptotu ogradzajgcego oraz
rozdzielajgcego obie dziatki wyniesie 580 metréw, przy czym szerokosci obu bram wjazdowych
nie wliczajg sie w dtugosc ptotu.

> +“—>
10 m 10 m

Oblicz wymiary x i y kazdej z dwoch prostokgtnych dziatek, tak aby catkowite pole powierzchni
magazynowej byto najwieksze.

Widag, ze dtugosc ptotu okresla réwnanie: 3x+4y—-20=580 — 3x+4y =600

Suma 3x + 4y jest stata, co oznacza, ze jesli x roénie to y maleje. Warto$¢ x moze zmieniac
sie od xmn = 0 do 3x = 600 (wtedy y = 0), czyli Xmax = 200. Zmiennos¢ x okresla przedziat
(0,200).

Pole powierzchni magazynowej okresla wzér: P = x-2y = 2xy
Z rownania 3x + 4y = 600 mamy, ze 4y = 600 -3x, czyli: y =150 -0,75x
Stad: P(x) =2x(150 - 0,75x) — P(x) = -1,5x? + 300x

Badamy kiedy funkcja P(x) ma maksimum — szukamy wspotrzednych wierzchotka paraboli
P(x).

— — _ 2_ 2
Xy = 2=22-100 xw=100m y, = —=-22c- 3900 _ 45000

2a -3 4a 4a -6

yw = 15 000m?2

Jesli optymalna wartosé xopt = 100, t0 yopt = 150 — 0,75Xopt = 150 -75 =75

Zatem, jesli chcemy by pole magazynowe byto jak najwieksze to wymiary ogrodzenia winny
wynosic¢:  Xopt = 100m i yopt = 75m

Wykres e
P(x) = -1,5x? + 300x
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Zad. 5 3.107 - ,zbior zadan do licedw i technikow” M. Kurczab, E. Kurczab, E Swida

Z kawatka materiatu w ksztatcie trojkata prostokatnego o przyprostokgtnych dtugosci 2mi 1,5m
chcemy wycig¢ prostokat, tak jak na rysunku. Jakie powinny by¢ wymiary prostokata, aby jego
pole byto jak najwieksze? Jaka bedzie powierzchnia tego pola?

Pole wycietego prostokata: v.

Boki prostokata: x, z.

Pole materiatu P.

Pole wycietego prostokagta y=x-z

Pole catego materiatu obliczone jako pole trojkata: Pi1=(2-15)2=1,5

Pole materiatu policzone jako suma jego kawatkow: P2 =xz + z(1,5 — x)/12 + x(2 — z)/2
Oczywiscie P1=P2. — 15=xz+2z(1,5-x)/2+x(2-2)/2

1,56=xz+ 0,75z - 0,5xz + x — 0,5xz — 0,75z+x=1,5

0,75z=15-x — z=2-x/0,75 — z =2-4x/3
Yy=X-zZ=X-(2-4x/3) — y=-4x%[3+2

y(x) jest funkcjg kwadratowg. Funkcja ta okresla pole wycietego prostokgta. Szukamy
maksimum tej funkgciji.

Wspodtczynnik a = -4/3 jest ujemny,
czyli wykresem funkcji y(x) jest
parabola o ramionach skierowanych
do dotu. Wierzchotek tej paraboli
okresla maksimum tej funkcji.

) 02 04 06 08 1 12 14 16
02

Jak wiemy, wspétrzedna x wierzchotka paraboli réwna sie: p = -b/2a

-2 _ 3
b= T4

P
3
Bok x prostokgta ma dtugosc¢ 0,75 m.
3
Drugi bok prostokgta ma dtugos¢: z =2-4x/13 —» z=2-42=2-4—=2-1=1

Bok z prostokgta ma dtugos¢ 1 m.

Powierzchnia wycietego prostokata: y=x-z —  y=0,75m- 1m = 0,75m? .
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Zad. 6 (https://www.matemaks.pl/zadania-optymalizacyjne-z-funkcji-kwadratowe;j.html)

Dziatka ma ksztatt trapezu. Podstawy AB i CD tego trapezu majg dtugosci |[AB|=400 m oraz
|CD|=100 m. Wysokos¢ trapezu jest rowna 75 m, a jego katy DAB i ABC sg ostre.

Z dziatki postanowiono wydzieli¢ plac w ksztatcie prostokata z przeznaczeniem na parking.
Dwa z wierzchotkow tego prostokgta majg leze¢ na podstawie AB tego trapezu, a dwa
pozostate - E oraz F - na ramionach AD i BC trapezu (zobacz rysunek).

P (DRI RCEONTR L [N yr

X

wprowadzmy oznaczenia: d = 400, e =100, h 75

Wyznacz dtugosci bokéw prostokata x i y, dla ktérych powierzchnia P wydzielonego placu
bedzie najwieksza. Wyznacz te najwiekszg powierzchnie.

Pole catego trapezu ABCD jest dane wzorem: Pt = (d + e)h/2

Pole trapezu ABFE dane jest wzorem: P1 = (d + x)y/2

Pole trapezu EFCD dane jest wzorem: P2 = (x + e)(h - y)/2

Widag, ze: Pt=P1+ P2

d+eh/2=(d+x)y2+(x+e)h-y)/2 — (d+eh=(d+x)y+((x+e)h-y)

(d +e)h =dy + xy + xh -xy + eh - ey — (d+e)h=dy—ey+xh+eh
yd—-e)=(d+eh-xh-eh — y(d-e)=dh+eh—-xh-eh — y(d-e)=-xh+dh
Otrzymalismy nastepujgcy zwigzek miedzy y a x: y=h(-x+d)/(d —e)

Pole rozpatrywanego prostokata dane jest wzorem: P =x-y

h(—x+d) h hd

— x% + x

d—e d—e d—e

Funkcja opisujgca pole rozpatrywanego prostokata jest funkcjg kwadratowg typu y = ax? + b.

P(x) = x

Wspdtczynnik a < 0 czyli wierzchotek paraboli stanowigcej wykres funkcji jest jej maksimum.

Wspétrzedna xw wierzchotka paraboli:

_ ch_ chd@=e) _d =42 = -
Xy = o= St = —  xw=d/2 = 400m/2 = 200m

Wyzej otrzymalismy, ze: y= h(L_er) czyli dla xw = d/2 mamy:

y= "l o My 2 052 =05-C — y=0,5hd(d - e) = 0,5:75-400/(400-
100)

Stad: y = 50m

Zatem wtedy pole P = x-y = 200m-50m = 10000m?.
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