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Zbior zadan z matematyki jakie przerabiatem z moimi Bambikami.

Zbior ten zawiera zadania utozone przeze mnie oraz rozwigzania zadan zaczerpnietych
Z roznych zrodet. Miedzy innymi sg tu zadania z podrecznikow szkolnych lub zbiorow zadan
wykorzystywanych w szkofach. Jest naturalne, Ze treS¢ moich zadan jest tez czesto w jakie$
czesci inspirowana zadaniami z jakimi sie spotkatem przeglgdajgc rozne zrodfa.

Ogolnie, jesli zamieszczam tu rozwigzanie zadania z jakiego$ Zrodta staram sie wskazac
autorow tego zadania lub podac inng wskazowke do oryginalnej tresci zadania.

e Polecam dla dogtebniejszego pocwiczenia rozwigzywania tego typu zagadnien ,Podrecznik
do licedw i technikow - MATEMATYKA” oraz ,Zbioér zadah do licedw i technikow -
MATEMATYKA” autorstwa M. Kurczab, E. Kurczab, E Swida.

Jesli zdecydujesz sie na przerobienie tego bardzo ambitnego kursu, to z pewnoscig
przydadzg Ci sie te strony:

https://skul.pl/matematyka/matematyka-klasa-2-podrecznik-zakres-rozszerzony-rozwiazania-i-odpowiedzi,kid,721

https://skul.pl/matematyka/matematyka-klasa-2-zbior-zadan-zakres-rozszerzony-rozwiazania-i-odpowiedzi,kid,1287

o W przypadku zadan dotyczgcych funkcji matematycznych szczegdlnie polecam korzystanie
ze strony internetowej: https://www.geogebra.org/graphing?lang=pl.

www.geogebra.org/graphing?lang=pl

Wiekszo$¢ zamieszczonych tu wykresow sporzgdzitem korzystajgc z tego narzedzia.
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Optymalizacja funkcji kwadratowej -2
Leksykon
Funkcja kwadratowa w postaci ogolne;: y=f(x)=ax2+bx +c
Wartos$ci x dla ktérych y(x) = 0 nazywamy miejscami zerowymi — ax?+bx+c =0

Miejsca zerowe funkcji kwadratowej:

_ —b-VA _ —b-+b%—-4ac _ -b+VA _ -b++b?%-4ac
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Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola. Jej wierzchotek ma wspétrzedne (p,q), gdzie:

_ b _=A
P= 2a q= 4a
a>0 | |
| —
Gdy ¢ =0, to jedno miejsce zerowe funkcji
[y(x) = 0] jestdlax = 0.
a<o0
T //J|“‘\ ! 1 = g F B —— L | ,:/'--\'\’\
-x2 X2 + X  x2-x KX+ 1 -1

Gdy c = 0, to jedno miejsce zerowe funkgciji
e Gdy b =0, to wspdtrzedna x wierzchotka paraboli jest rowna x = 0. b # 0 przesuwa wykres
w poziomie. Gdy b = 0, to parabola jest symetryczna wzgledem osi Y.
Dla a>0. b > 0 wykres przesuwa sie w lewo, b < 0 wykres przesuwa sie w prawo.
Dla a<0. b > 0 wykres przesuwa sie w prawo, b < 0 wykres przesuwa sie w lewo.
e Z postaci ogolnej funkcji kwadratowej mamy, ze f(0) = ¢, wykres przecina os Y w c.

Gdy ¢ =0, to jedno miejsce zerowe jest w x = 0. ¢ # 0 przesuwa wykres w pionie.

o Wspodtrzedna xw = p wierzchotka paraboli lezy posrodku miedzy wartosciami x okreslajgcymi
miejsca zerowe funkcji. Mamy wiec x1, Xw , X2 . Odlegto$¢ |x1 — xw| jest rowna |x2 — Xw] .
Xw =P = (X1 + x2)/2.

Gdy mamy funkcje f(x) = ax2 + bx + ¢ i znamy miejsca zerowe tej funkcji x1 oraz xz, to mozemy

zapisac te funkcje w postaci iloczynowe:

f(x) = a(x — x1)(x — x2) - b=a(x1+x2) c€=axix

Postac kanoniczna funkcji kwadratowej:
f(x)=a(x-p)* + q —  b=-2ap c=ap’+q

Wzory Viete’a: Jezeli rownanie ma dwa pierwiastki, to:  x1 + x2 = -b/a X1'X2 = c/a
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Zad. 1 3.101 - ,Zbior zadan do licedw i technikéw” M. Kurczab, E. Kurczab, E Swida

Funkcja f(x) = 0,5( -x2 + 6x + 21 ) opisuje wydajnos¢ pracy robotnika w zalezno$ci od czasu
pracy x w ciggu 8-godzinnego dnia pracy. Robotnik rozpoczyna prace o godzinie 79,

O ktorej godzinie jego wydajnosc jest najwieksza?
f(x) = -0,5x2 + 3x + 10,5
Funkcja f(x) ma maksimum dla p =-b/2a. — p=-3/(2--0,5)=3
Warto$¢ x = 0 odpowiada godzinie 7,
Zatem maksymalna wydajno$¢ pracownika jest o godzinie 7% + 3 = 10,

Robotnik pracuje najwydajniej o godzinie 10%

20

f(x) = -0,5x? + 3x + 10,5

ol
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Czerwong linig zaznaczono dziedzine funkcji.  Przedziat zmiennosci x: <0, 8 >


http://www.noerrors.pl/belfer

JB JanusBac http://www.noerrors.pl/belfer

Zad. 2

Mata firma produkuje lampy. Stwierdzono, ze miesieczny przychod w ztotych ze sprzedazy
lamp opisuje funkcja: P(x) = 110-x, gdzie x to ilos¢ sprzedanych lamp.

Koszt w ztotych produkciji x lamp w ciggu miesigca opisuje funkcja: K(x) = 30x + 0,5x2.
Zaktad jest w stanie wyprodukowac¢ miesiecznie maksymalnie 120 lamp.

e Podaj w ztotych cene sprzedazy pojedynczej lampy.
e Oblicz ile miesiecznie nalezy produkowac i sprzedawac lamp, aby zysk byt najwiekszy.
Jaki wtedy ten zysk bedzie?

Zysk miesieczny: Z(x) = P(x) - K(x)
Z(x) = 110x — 30x - 0,5x2 —  Z(x) =-0,5x2 + 80x

Wykresem funkciji jest parabola, ktérej wierzchotek stanowi okresla najwiekszg wartosc¢ tej
funkcji. Nalezy wiec znalez¢ wspotrzedng x tego wierzchotka.

p=5 — p=-80/(-1=80

Firma osiggnie maksymalny zysk gdy bedzie produkowac i sprzedawac 80 lamp miesiecznie.
Zysk w ziotych z takiej sprzedazy wyniesie:

Z(x) = -0,5x? + 80x — Z(80) = -3200+6400= 3200
Cena sprzedazy jednejlampy: P(x)=110x — dlax=1 P(1)=110z

Wykres funkciji:
Z(X) - -0,5X2 + 80X 3000
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Zad. 3 (https://www.matemaks.pl/zadania-optymalizacyjne-z-funkcji-kwadratowe;j.html)

Zaktad stolarski produkuje krzesta, ktére sprzedaje po 196 ztotych za sztuke. Wtasciciel, na
podstawie analizy rzeczywistych wptywow i wydatkéw, stwierdzit, ze:

przychod P (w ztotych) ze sprzedazy x krzeset mozna opisac funkcjg P(x) = 196x, a koszt K (w
ztotych) produkcji x krzeset dziennie mozna opisac funkcja:

K(x) = 4x2 +4x + 240

Dziennie w zaktadzie mozna wyprodukowaé co najwyzej 30 krzeset. Oblicz, ile krzeset
powinien dziennie sprzedawac zaktad, aby zysk ze sprzedazy krzeset wyprodukowanych przez
ten zaktad w ciggu jednego dnia byt mozliwie najwiekszy. Oblicz ten najwiekszy zysk.

Zysk: Z(x) = P(x) - K(x)
Z(x) =196x - 4x? -4x—-240 —  Z(x)= -4x?> +192x-240 x € {1..29,30}
Poniewaz a < 0, to wiemy ze funkcja Z(x) ma wierzchotek dla swojej maksymalnej wartosci.
Wspétrzedne wierzchotka, to:

-b _ -192 -A _ b’-4ac _ 192°-3840

xW:E:—_8:24 yW:4a__ v __——16:2064

Widag¢, ze: xw nalezy do dziedziny funkgji.

Najbardziej optacalna jest produkcja, gdy dziennie produkuje sie 24 krzesta i wtedy osigga
sie zysk w wysokosci 2064zt. Z(24) = 2064.

Wykres 2000
Z(x) = - 4x2 + 192x — 240
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Wyjasnienie

Jest naturalne, ze koszt wyprodukowania krzesta moze sie zmieniaC w zaleznosci od ilosci
wyprodukowanych krzeset. Powiedzmy, ze pierwsze krzesta sq produkowane, gdy pracownicy
nie majg jeszcze wprawy i by¢ moze koszt produkcji jest wtedy nawet powyzej przychodu ze
sprzedazy. Potem pracownicy sg coraz bardziej wydajni. Jednakze po wyprodukowaniu
pewnej ilosci krzeset wydajnosSc pracownikow spada, przyktadowo wskutek ich zmeczenia.
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Zad. 4 (https://www.matemaks.pl/zadania-optymalizacyjne-z-funkcji-kwadratowe;j.html)

Wiasciciel pewnej apteki przeanalizowat dane dotyczgce liczby obstugiwanych klientow
z 30 kolejnych dni. Przyjmijmy, Zze liczbe L obstugiwanych klientow n-tego dnia opisuje funkcja:

L(n) = -n? + 22n + 279
gdzie n (numer dnia w miesigcu) jest liczbg naturalng spetniajgcg warunkin =21 in < 30.
Ktérego dnia analizowanego okresu w aptece obstuzono najwiekszg liczbe klientow?

Oblicz liczbe klientdw obstuzonych tego dnia.

Nalezy znalez¢ maksimum funkcji L(n) w przedziale 1 <x <30 .

-b -22 —A b%-4ac 22241116

2a -2 4a 4a -4

Widag¢, ze: xw nalezy do dziedziny funkgji.

Najwieksza liczbe klientdw, czyli 400, obstuzono 11 dnia. L(11) = 400.

400
Wykres
L(n) = -n? + 22n + 279
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Zad. 5 https://szkolamaturzystow.pl/baza-wiedzy/1609761099-badanie-funkcji-kwadratowej-zadania-optymalizacyjne

Sprzedawca kupuje meskie bluzy w cenie 55zt i sprzedaje je za 125zt. Miesiecznie sprzedaje
42 bluzy. Po zbadaniu rynku przez sprzedawce okazuje sie ze gdyby zmniejszyt cene o 1zt to
ilos¢ sprzedanych bluz zwiekszyta by sie 0 1 sztuke, Gdyby zmniejszyt cene o 2zt to ilos¢
sprzedanych bluz zwiekszyta by sie o 2 sztuki, itd.

Jakg cene powinien ustali¢ sprzedawca aby jego miesieczny zysk byt najwiekszy?

Koszt zakupu jednej bluzy k =55
Cena sprzedazy jednej bluzy: d=125-x gdzie:

x — kwota obnizki ceny jednej bluzy. x nalezy do przedziatu <0, 70>. Dla x = 0 nie bytoby obnizki,
a dla x = 70 bytaby to sprzedaz bez zysku i dla x > 70 bytaby strata.

Liczba sprzedawanych bluz w miesigcu: L=42 +x
Zysk: Z=L-(d-k)
Z=(42+x)(125-x—-k) — Z=(42+x)(125-x-55) — Z=(42+x)(70-x)
Z =2940 - 42x + 70x - x?
Z = -x? + 28x +2940

Wykresem funkcji jest parabola, ktorej wierzchotek stanowi okresla najwiekszg wartos¢ tej
funkcji. Nalezy wiec znalez¢ wspotrzedng x tego wierzchotka.

p=. — p=-28(-2)=14

Sprzedawca osiggnie maksymalny zysk gdy dokona obnizki ceny jednej bluzy o x = 14 zi.
Zatem cena jednej bluzy powinna wynosic:

d=125-x — d=125zt-14zt = 111z
Miesieczna ilos¢ sprzedawanych bluz: L=42+x — L =56

Miesieczny zysk ze sprzedazy: Zysk: Z=L-(d—-k) — Z=56(111-55)=56-56 = 3136z

Wykres funkciji:
Z = -x2 + 28x +2940
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