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Zbior zadan z matematyki jakie przerabiatem z moimi Bambikami.

Zbior ten zawiera zadania utozone przeze mnie oraz rozwigzania zadan zaczerpnietych
Z roznych zrodet. Miedzy innymi sg tu zadania z podrecznikow szkolnych lub zbiorow zadan
wykorzystywanych w szkofach. Jest naturalne, Ze treS¢ moich zadan jest tez czesto w jakie$
czesci inspirowana zadaniami z jakimi sie spotkatem przeglgdajgc rozne zrodfa.

Ogolnie, jesli zamieszczam tu rozwigzanie zadania z jakiego$ Zrodta staram sie wskazac
autorow tego zadania lub podac inng wskazowke do oryginalnej tresci zadania.

e Polecam dla dogtebniejszego pocwiczenia rozwigzywania tego typu zagadnien ,Podrecznik
do licedw i technikow - MATEMATYKA” oraz ,Zbiér zadan do liceéw i technikéw -
MATEMATYKA” autorstwa M. Kurczab, E. Kurczab, E Swida.

Jesli zdecydujesz sie na przerobienie tego bardzo ambitnego kursu, to z pewnoscig
przydadzg Ci sie te strony:

https://skul.pl/matematyka/matematyka-klasa-2-podrecznik-zakres-rozszerzony-rozwiazania-i-odpowiedzi,kid,721

https://skul.pl/matematyka/matematyka-klasa-2-zbior-zadan-zakres-rozszerzony-rozwiazania-i-odpowiedzi,kid,1287

o W przypadku zadan dotyczgcych funkcji matematycznych szczegdlnie polecam korzystanie
ze strony internetowej: https://www.geogebra.org/graphing?lang=pl.

www.geogebra.org/graphing?lang=pl

Wiekszo$¢ zamieszczonych tu wykresow sporzgdzitem korzystajgc z tego narzedzia.
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Optymalizacja funkcji kwadratowej -1
Leksykon
Funkcja kwadratowa w postaci ogolne;: y=f(x)=ax2+bx +c
Wartos$ci x dla ktérych y(x) = 0 nazywamy miejscami zerowymi — ax?+bx+c =0

Miejsca zerowe funkcji kwadratowej:

_ —b-VA _ —b-+b%—-4ac _ -b+VA _ -b++b?%-4ac

2
= X, = A= b“—4ac
1 2a 2a 2 2a 2a

Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola. Jej wierzchotek ma wspétrzedne (p,q), gdzie:

_ b _=A
P= 2a q= 4a
a>0 | |
| —
Gdy ¢ =0, to jedno miejsce zerowe funkcji
[y(x) = 0] jestdlax = 0.
a<o0
T //J|“‘\ ! 1 = g F B —— L | ,:/'--\'\’\
-x2 X2 + X  x2-x KX+ 1 -1

Gdy c = 0, to jedno miejsce zerowe funkgciji
e Gdy b =0, to wspdtrzedna x wierzchotka paraboli jest rowna x = 0. b # 0 przesuwa wykres
w poziomie. Gdy b = 0, to parabola jest symetryczna wzgledem osi Y.
Dla a>0. b > 0 wykres przesuwa sie w lewo, b < 0 wykres przesuwa sie w prawo.
Dla a<0. b > 0 wykres przesuwa sie w prawo, b < 0 wykres przesuwa sie w lewo.
e Z postaci ogolnej funkcji kwadratowej mamy, ze f(0) = ¢, wykres przecina os Y w c.

Gdy ¢ =0, to jedno miejsce zerowe jest w x = 0. ¢ # 0 przesuwa wykres w pionie.

o Wspodtrzedna xw = p wierzchotka paraboli lezy posrodku miedzy wartosciami x okreslajgcymi
miejsca zerowe funkcji. Mamy wiec x1, Xw , X2 . Odlegto$¢ |x1 — xw| jest rowna |x2 — Xw] .
Xw =P = (X1 + x2)/2.

Gdy mamy funkcje f(x) = ax2 + bx + ¢ i znamy miejsca zerowe tej funkcji x1 oraz xz, to mozemy

zapisac te funkcje w postaci iloczynowej:

f(x) = a(x — x1)(x — x2) - b=a(x1+x2) c€=axix

Postac kanoniczna funkcji kwadratowej:
f(x)=a(x-p)* + q —  b=-2ap c=ap’+q

Wzory Viete’a: Jezeli rownanie ma dwa pierwiastki, to:  x1 + x2 = -b/a X1'X2 = c/a
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Zad. 1 3.97 - zbiér zadan do liceow i technikow” M. Kurczab, E. Kurczab, E Swida

Liczbe 100 przedstaw w postaci sumy dwoch takich liczb, ktorych suma kwadratéw jest
najmniejsza.

Poszukiwane liczby: x, z. Suma ich kwadratow: S.

100=x+z — z=100-x
S=x?>+22

S =x2+ (100 - x)?

S =x? + 10000 — 200x + x?
S = 2x2 - 200x + 10000

p=xy,= _—b= ﬂ=50 — x=50

2a 4

A zatem skoro z=100-x, toz =150

t12000

Wykres funkcji

S(x) = 2x2 — 200x + 10000

2000

1000
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Zad. 2 3.98 - zbiér zadan do liceow i technikow” M. Kurczab, E. Kurczab, E Swida

Liczbe 30 przedstaw w postaci roznicy takich dwéch liczb, aby suma ich kwadratéw byta
najmniejsza.

Poszukiwane liczby: x, z. Suma ich kwadratow: S.

30=x-z — z=x-30
S=x?>+22

S =x2 + (x -30)?

S =x? + x?-60x + 900

S = 2x? - 60x + 900

p=Xx,= b _ @zls

2a 4

x=15 orazz=15

Wykres funkcji

1400

S =2x2 - 60x + 900

1200

200
600
400

200



http://www.noerrors.pl/belfer

JB JanusBac

http://www.noerrors.pl/belfer

Zad. 3 3.99 - zbiér zadan do licedw i technikéw M. Kurczab, E. Kurczab, E Swida

Liczbe 18 przedstaw w postaci sumy dwoch takich sktadnikéw, aby suma ich szeScianéw byta

najmniejsza.

Poszukiwane liczby: x, z. Suma ich sze$ciandow: f(x).

18=x+2z — z=18-x

f(x) = x3 + (18 — x)3

Szukamy minimum takiej funkcji:

f(x) = x3 + 23

—

f(x) = x3 + (18 — x)(18 — )2
f(x) = x3 + (18 — x)( 324 — 36x + x?)

f(x) = x3 + 5832 — 648x + 18x? — 324x + 36x% — x*

f(x) = 54x2 — 972x + 5832

Wykresem tej funkcji jest parabola, ktérej wierzchotek okresla punkt, w ktérym wartos¢ tej

funkcji jest najmniejsza.

-b _ 972
2a 108

pP= Xy = =9 - x=9

Wykres funkcji

f(x) = 54x2 — 972x + 5832

oraz

z=18-x=9

1000

2000

3000

4000

20
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